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Resumo

Neste trabalho abordam-se os problemas da base de sondagem e a ocorréncia de
ndo respostas nos inquéritos por amostragem. Estes erros ndo amostrais tém
repercussbes nas estimativas obtidas, uma vez que as propriedades dos
estimadores se deterioram. Analisam-se alguns métodos de estimacdo, na
abordagem “classica” da Teoria das Sondagens, que visam o tratamento dos
problemas em apreco, destacando-se 0s métodos de pds-estratificacdo. As
propriedades teoricas dos estimadores de pds-estratificacdo requerem ainda alguma
investigacdo para planos de sondagem complexos, embora estes métodos sejam
frequentemente utilizados. E entdo abordada a metodologia Bootstrap para a
estimacédo da variancia dos estimadores. Apresentam-se também alguns exemplos
de aplicacdo, dos métodos de pobs-estratificacdo e do algoritmo Without
Replacement Bootstrap (BWO), proposto por Sitter (1992b), aos dados do Inquérito

as Empresas/Harmonizado de 1996, conduzido pelo Instituto Nacional de Estatistica.

Palavras Chave: P0s-estratificacdo; problemas da base de sondagem; néo

resposta; reponderacdo; métodos de ajustamento; inferéncia condicional; Bootstrap.

Abstract

This thesis approaches issues related with frame problems and nonresponse in
surveys. These nonsampling errors affect the accuracy of the estimates whereas the
estimators become biased and less precise. We analyse some estimation methods
that deal with those problems, in the design-based perspective, and give an especial
focus to the poststratification procedures. For complex sampling designs the
theoretical properties of the poststratification estimators need further research,
although these methods are often used in practice. We then address the Bootstrap
methodology for variance estimation. Some practical examples of the
poststratification estimators and the Without Replacement Bootstrap (BWO)
algorithm, proposed by Sitter (1992b), are also presented, using data from the 1996

Annual Business Survey, conducted by Portugal’s National Statistics Institute.

Keywords: Poststratification; frame problems; nonresponse; reweighting; adjustment

methods; conditional inference; Bootstrap.
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1 INTRODUCAO

Pretende-se com este trabalho fazer uma abordagem aos métodos de estimacéo por
pos-estratificagcdo em inquéritos por amostragem e apresentar alguns exemplos de
aplicacdo ao Inquérito as Empresas/Harmonizado, conduzido pelo Instituto Nacional

de Estatistica.

A escolha do assunto que preside a esta dissertacdo assenta, essencialmente, na
necessidade que os investigadores e outros utilizadores de dados provenientes de
inquéritos por amostragem, sentem em desenvolver métodos de estimagdo que

lidem com os problemas da base de amostragem.

N&o s6 a existéncia de erros na base de amostragem, como também a ocorréncia
de ndo respostas nos inquéritos, tém repercussdes nas estimativas obtidas, uma vez
que as propriedades dos estimadores se deterioram. Os estimadores de
pés-estratificagdo tém como principal objectivo lidar com o primeiro problema
apontado e, sob determinados pressupostos, podem também ser utilizados para

reduzir o enviesamento dos estimadores provocado pela ndo resposta.

A base de amostragem, ou base de sondagem, € uma lista actualizada de todos os
elementos da populacdo alvo. Idealmente, a base de sondagem deveria permitir
identificar a populacdo alvo na totalidade. Mas, muitas vezes, nao € possivel garantir
uma representacao completa, perfeita e actualizada da populacao alvo, uma vez que
a constituicdo e actualizacdo de uma base de amostragem é um processo complexo

e dificil de realizar.

Para lidar com este problema tém sido desenvolvidas diversas técnicas de
estimagdo que utilizam informagéo auxiliar que se encontre presente na base de
sondagem durante a fase de estimacgédo ou informagao proveniente de outras fontes.
Algumas das técnicas mais utilizadas sdo os métodos de pos-estratificagdo. Na
abordagem “classica” da Teoria das Sondagens sobre o0s métodos de
pos-estratificacdo, sdo de referir os trabalhos de Williams (1962), Holt e Smith
(1979), Rao (1985), Sarndal, Swensson e Wretman (1992) e Valliant (1993).



Outro problema da maioria das sondagens consiste na falta de obtencéo, total ou
parcial, de resposta aos questionarios. Na presenca de nao respostas o0s

estimadores usuais sdo enviesados.

Os estimadores de pos-estratificacdo inserem-se numa classe de métodos de
tratamento de ndo respostas usualmente designados por métodos de recomposi¢ao
ou métodos de ajustamento. Estes procedimentos consistem em reponderar a
amostra, isto é, ajustar os coeficientes de extrapolacdo, por forma a que 0s pesos
ajustados tenham em consideracdo as néo respostas (Little, 1986). De um modo

geral, estes métodos séo utilizados no tratamento das néo respostas totais.

Existem outros métodos que procuram lidar com o problema da ndo resposta, tanto
na fase de planeamento e recolha dos dados, como na fase de estimacéo, por
exemplo, os métodos de imputagdo (Lessler e Kalsbeek, 1992). A abordagem a

estes métodos encontra-se fora do ambito deste trabalho.

Quando se utilizam dados provenientes de inquéritos para inferir sobre parametros
da populacdo, é importante considerar os erros de amostragem. Alguns dos
estimadores apresentados neste trabalho ndo séo lineares, pelo que as expressdes
exactas do enviesamento e da variancia sdo muito dificeis de obter, se ndo mesmo
impossiveis. No caso particular dos estimadores de poés-estratificacdo, as suas
propriedades sdo também dificeis de investigar, principalmente quando se
consideram planos de sondagem complexos. Neste trabalho sdo abordados alguns
dos métodos mais utilizados para contornar estes problemas, nomeadamente o
método de linearizagédo de Taylor e os métodos de Bootstrap introduzidos por Efron
(1979).

Com o desenvolvimento dos computadores e das aplicagbes informaticas, os
métodos de Bootstrap, entre outros métodos de re-amostragem (resampling), tém
merecido especial atencdo, revelando-se promissores para a estimagéo correcta da
variancia dos estimadores e a obtencdo de intervalos de confianga vélidos [Rao e
Wu (1988), Sitter (1992a, 1992b), Chen e Sitter (1993) e Shao e Tu (1995)]. No
entanto, as propriedades teédricas dos estimadores Bootstrap requerem ainda

investigacdo, quando se consideram estimadores e planos de sondagem complexos.

As referéncias bibliogréficas incluem as principais obras e artigos de referéncia.

Contudo, néo foi possivel aceder a alguns trabalhos, por ndo se encontrarem



disponiveis em Portugal. Ainda assim, procurou-se contornar esta limitacao,
contactando diversos autores, alguns dos quais, amavelmente, nos forneceram

cépia dos trabalhos solicitados.

Outra limitacdo deste trabalho deriva do facto de néo ter sido possivel obter alguns
dados, de algumas varidveis do Inquérito as Empresas/Harmonizado, que
possibilitariam a apresentacdo de mais alguns exemplos préaticos da aplicagédo das
técnicas de poés-estratificacéo. Estas aplicagfes seriam, ndo S0 pertinentes para este

estudo, mas também extremamente interessantes de analisar.

O texto desta dissertacdo encontra-se estruturado em cinco capitulos e anexos. O
capitulo um, que terminamos com a organizagdo geral da tese, pretende fazer um
enquadramento do estudo, justificar a importancia do tema proposto e apresentar

néo so os objectivos deste trabalho, como também as limitagbes do mesmo.

No segundo capitulo faz-se o enquadramento tedrico necessario a compreensao da
metodologia que é apresentada nos capitulos seguintes. Para tal, introduz-se a
notacdo e as definicbes essenciais da teoria das sondagens, apresentam-se alguns
planos de sondagem aleatéria e aborda-se o método de linearizacdo de Taylor e os

métodos de Bootstrap.

No terceiro capitulo é apresentada a fundamentacao tedrica que serviu de apoio a
formulacdo dos objectivos bem como a definicho da metodologia utilizada nas
aplicagdes praticas. Esta fundamentacao teorica teve por base a reviséo de literatura
especifica relacionada ndo s6 com a descricdo dos métodos de pds-estratificacao,
mas também com os erros ndo amostrais (erros na base de sondagem e ocorréncia

de ndo respostas no inquérito) que motivaram a investigacdo dessa metodologia.

No capitulo quatro, apresentam-se alguns exemplos préaticos de aplicacdo dos
métodos de pds-estratificacdo. E entdo referida a metodologia subjacente ao
Inquérito as Empresas / Harmonizado de 1996, cujos dados serviram de base as
aplicagdes préticas, e descrita a metodologia utilizada. S&o também apresentados e

discutidos os resultados obtidos.

No quinto e ultimo capitulo, apresentam-se as principais conclusdes do trabalho e

fazem-se algumas sugestdes para futuras investigacoes.



2 TOPICOS DE SONDAGENS

2.1 Introducéao

A observacgédo de todos os elementos ou individuos da populacdo (recenseamento)
€, na maioria das situacfes, impossivel de efectuar, quer por questdes de tempo e

custos, quer por questdes operacionais de implementacao.

Para fazer face a crescente necessidade de informacdo, tanto por parte das
empresas e instituicdes, como por parte dos particulares, surgiu a necessidade de
desenvolver métodos estatisticos que permitissem recolher essa informacao a partir

da observacao de apenas uma parte da populacéo.

De um modo geral, o termo sondagem ¢€ utilizado para designar um conjunto de
técnicas estatisticas que permitem inferir sobre determinadas caracteristicas ou
parametros da popula¢do ou universo, a partir de um conjunto limitado dos seus

elementos (amostra).

O método de selecgdo dos elementos da amostra permite agrupar os métodos de

sondagem em duas grandes categorias:

= 0s métodos probabilisticos

= 0s métodos empiricos

Nas subsec¢Bes que se seguem faz-se uma descricdo resumida destes métodos,
apresentam-se 0s VAarios tipos de erros associados as sondagens e referem-se as

principais etapas para implementacdo de uma sondagem probabilistica.

Este capitulo tem por objectivo apresentar o enquadramento tedrico necessario para
a compreensdo da metodologia apresentada em capitulos posteriores. Os métodos
de sondagem empiricos encontram-se fora do ambito da dissertacao, pelo que serédo

apresentados em mais detalhe alguns métodos de sondagem probabilisticos.



Na seccdo 2.2 introduz-se a notacdo e as definicbes essenciais da teoria das
sondagens. Em seguida apresentam-se alguns planos de sondagem: a sondagem
aleatédria simples (seccao 2.3); a sondagem aleatéria com probabilidades desiguais

(seccao 2.4) e, em mais detalhe, a sondagem aleatéria estratificada (seccao 2.5).

Alguns dos estimadores apresentados neste trabalho ndo séo lineares, pelo que as
expressoes exactas do enviesamento e da variancia sdo muito dificeis de obter, se
ndo mesmo impossiveis. O método de linearizagéo de Taylor, também designado na
literatura por método-J, e os métodos de Bootstrap permitem contornar este

problema e sdo abordados nas seccdes 2.6 e 2.7, respectivamente.

2.1.1 Métodos de sondagem empiricos

Os métodos de sondagem empiricos, também designados na literatura por métodos
de escolha judiciosa, sado especialmente utilizados em sondagens de opinido e
estudos de mercado e caracterizam-se pelo facto de ndo ser possivel a priori
determinar a probabilidade de um elemento pertencer & amostra (Gomes, 1998,
p. 21). A facilidade de implementacéo destes métodos e a flexibilidade de seleccéo
dos elementos da amostra permite reduzir os custos e efectuar mais rapidamente a
sondagem. No entanto, os métodos empiricos tém a grande desvantagem de n&o

ser possivel avaliar a qualidade dos resultados.

2.1.2 Métodos de sondagem probabilisticos

O principio de base dos métodos probabilisticos é que a probabilidade de se
seleccionar um elemento da populacdo para a amostra € conhecida. Sarndal,
Swensson e Wretman (1992, p. 8) apresentam quatro condi¢cdes necessarias para a

obtencdo de uma amostra probabilistica de uma determinada populacéo:
1. Ser possivel definir o conjunto de todas as amostras, S ={si, S», ..., Sm}, que
se podem obter através do procedimento de amostragem.

2. Ser conhecida a probabilidade p(s) de seleccionar a amostra s, do conjunto

de amostras possiveis.

3. Ser ndo nula a probabilidade de seleccionar cada elemento da populacdo

para a amostra.



4. O processo de seleccdo dos elementos da amostra ser aleat6rio, i.e. ndo ser
baseado em julgamentos empiricos, e tal que cada amostra s que se pode

obter tenha exactamente a probabilidade p(s).

Sdo de salientar duas hipb6teses fundamentais que estdo subjacentes a estes
métodos: a dimensdo, N, da populacdo € conhecida e € fixada a dimensdo da

amostra (n).

Neste contexto, designa-se formalmente por plano de amostragem ou plano de
sondagem a funcéo p(.) que define a distribuicdo de probabilidade sobre o conjunto
S={s1, S5 ...,5m}. O plano de amostragem ira determinar as propriedades
estatisticas dos estimadores (por exemplo, o valor esperado e a variancia) que

permitem avaliar a qualidade das estimativas obtidas.

Ao longo da dissertacéo, iremos utilizar os termos plano de amostragem, plano de
sondagem ou desenho da amostra para referir genericamente a forma como a

amostra foi seleccionada da populagéo.

2.1.3 Erros de amostragem e erros ndo amostrais

Os erros que derivam de uma sondagem sdo essencialmente de dois tipos: 0s erros

devidos a amostragem e 0s erros que nao se devem a amostragem.

O erro que resulta de ndo se observar toda a populacdo € designado erro de
amostragem. No caso das sondagens probabilisticas é possivel apresentar medidas
da exactiddo ou precisdo (i.e. da qualidade) das estimativas obtidas a partir da

amostra (veja-se a seccao 2.2.2).

Os erros que néo estéo relacionados com o processo de amostragem designam-se
erros ndo amostrais e podem ocorrer em qualquer fase da implementacdo da
sondagem. Alguns exemplos deste tipo de erros séo: os erros da base de sondagem
(problemas de cobertura, informagé&o auxiliar incorrecta ou desactualizada, ...); erros
na recolha de informacéo (defeitos do questionario, erros no registo das respostas,
ndo resposta total ou parcial, ...); erros no processamento dos dados (edigéo,

codificagdo, andlise, ...).



A gqualidade dos resultados de uma sondagem depende, assim, da qualidade com

gue todas as suas etapas sao implementadas.

2.1.4 Planeamento e implementacdo de uma sondagem

A concepcdo de uma sondagem é um processo que envolve diversas fases
interdependentes, sendo importante encontrarem-se claramente definidos os

conceitos, métodos e procedimentos.

Sarndal, Swensson e Wretman (1992, p. 18) apresentam as principais etapas para a

concepcéo e implementacdo de uma sondagem:

Especificacdo do objectivo da sondagem.
Traducgédo do problema em estudo num problema de sondagem.

Especificacdo da populacdo alvo, variaveis de interesse, variaveis auxiliares
disponiveis e parametros a estimar.

Construgéo ou obtengao da base de sondagem.

Inventariagdo dos recursos disponiveis em termos or¢camentais, humanos,
técnicos, de equipamentos, entre outros.

6. Especificacdo de requisitos a que a sondagem deve obedecer, como por
exemplo a calendarizacéo e a precisao das estimativas.

7. Especificagdo do método de recolha dos dados, incluindo a elaboracdo do
guestionario.

8. Especificacdo do desenho da amostra (plano de amostragem), mecanismo
de seleccdo da amostra e determinagdo da sua dimensao.

9. Especificagdo dos métodos de processamento dos dados, incluindo a edic¢ao
e imputacao.

10. Especificagao da forma dos estimadores e das medidas de preciséo.
11. Treino dos recursos humanos e organiza¢éo do trabalho de campo.
12. Alocacao de recursos as diferentes operagfes da sondagem.

13. Alocagéao de recursos ao controlo e avaliagdo.

Relativamente a implementacdo de sondagens pelos Institutos Oficiais de Estatistica
(NSI — National Statistical Institutes), Koeijers e Willeboordse (1995) apresentam um
manual de referéncia sobre o planeamento e implementacdo de inquéritos as
empresas, onde as principais etapas podem ser apresentadas sob a forma de um
ciclo ininterrupto (Figura 1).



Figura 1 — (Re) desenho e implementacdo de uma sondagem
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Fonte: Koeijers e Willeboordse (1995)

Das diversas fases de implementacdo de uma sondagem, tem particular relevancia
para este trabalho aquela se refere a definicdo da base de sondagem, uma vez que
a metodologia apresentada em capitulos posteriores € essencialmente motivada

pela possivel ocorréncia de erros nessa etapa.

A base de amostragem, ou base de sondagem, é uma lista actualizada de todos os
elementos da populacéo alvo'. Idealmente, a base de sondagem deveria permitir

identificar a populacdo alvo na totalidade. A possivel existéncia de erros na base de

LA populacado alvo ou universo de referéncia € o conjunto de elementos que, de acordo com
0s objectivos da sondagem, verificam as especificagfes estabelecidas. A populacdo alvo



amostragem tem repercussfes nas estimativas obtidas, uma vez que as
propriedades dos estimadores se deterioram (para mais detalhes veja-se a seccéo
3.2).

consiste em unidades amostrais, no sentido estatistico (por exemplo: individuos, empresas,
familias, ...).



2.2 Consideracg0Oes gerais, definicbes e notacao

2.2.1 Parametros de interesse na populacao

A populacéo alvo ou universo de referéncia denota-se por U e considera-se que tem
dimensao finita conhecida (salvo indicacdo em contrario) N. A cada elemento de U
pode entdo ser associado um indice (k= 1,2,...,N). Por uma questdo de
simplicidade de notacdo, vamos denotar o k-ésimo elemento da populacdo pelo

respectivo indice k:
(2.2.1) Uu={1, ..,k ....,N}

Assim, denotam-se por yy, Ya, ..., Yn 0S valores da variavel de estudo Y na populacdo
U. Ao longo deste trabalho, vamos considerar como parametros de interesse na
populacdo o total e a média da variavel Y (que designaremos simplesmente por total
e media da populacédo) que se denotam, respectivamente, por T e [, ou T, € Hy, caso

se pretenda deixar explicito a que variavel estas quantidades se referem.

O total da populagéo 1 é a soma dos valores da variavel de interesse Y para todos

os elementos da populacéo:

(222 1= Dy

kOU

A média da populagéo u corresponde a média dos valores da variavel de interesse Y

para todos os elementos da populacéo:

1
(2.2.3) H=T/N= 5 > Yk
kDU

2.2.2 Propriedades desejaveis e critérios de comparagcdo dos

estimadores

Quando se pretende inferir da amostra para a populacéo e se dispdem de diversas

técnicas de estimacédo, ha que optar pelo estimador mais adequado, no sentido de

10



gue este devera fornecer estimativas que se aproximem o mais possivel do valor do
parametro desconhecido da populacdo (i.e. o erro amostral devera ser o menor
possivel). Ao analisar a qualidade dos estimadores recorre-se, geralmente, a duas

propriedades fundamentais: o enviesamento e a disperséo.

2.2.2.1 Nao enviesamento

Seja 6 um estimador do parametro 6 = g(ys, ..., Yn), onde g € uma funcéo dos N

valores da variavel de estudo Y na populagéo.

O enviesamento do estimador € definido pela diferenca entre o valor esperado, ou

esperanga matematica, do estimador e o verdadeiro valor do par@metro:
(224) B(B)=E(6)-0

Naturalmente, uma propriedade desejavel para o estimador 6 é gue este seja

centrado ou ndo enviesado, ou seja, que B(é) =0.

2.2.2.2 Precisao

Para avaliar a disperséo da distribuicdo amostral do estimador é usual utilizar-se a

variancia ou o desvio padrdo que se definem, respectivamente, por:

(2.25)  V(0)=E[(B -E(8))?]

(2.2.6) ag = YV(B)

Como uma medida do erro amostral utiliza-se, geralmente, o desvio padrdo de uma

estimativa ndo enviesada.

O quociente entre o desvio padrdo do estimador e 0 seu valor esperado designa-se

coeficiente de variagdo do estimador:

%%

(22.7) Ccv(B)= —
E(®)

11



Sarndal, Swensson e Wretman (1992, p. 42) referem que, na pratica, se designa por
coeficiente de variacdo a quantidade (2.2.8) expressa em percentagem, sendo

utilizada como um indicador da precisdo obtida na sondagem, quando se utiliza um

estimador 6 centrado ou quase centrado.

. &
(2.2.8)  cv(B)= !

>

[en)

Mais formalmente, Sarndal, Swensson e Wretman (1992, p. 42) descrevem o valor
obtido através de (2.2.8) como uma estimativa, enviesada, do coeficiente de

variagao "teorico" (2.2.7).

A precisdo, sendo uma medida da proximidade esperada entre o estimador e o
verdadeiro valor do parametro, pode ser medida através do erro quadréatico médio,

definido por:

(2.2.9) EQM(6) = E[ (6 - 8)?] =V(8) + [B(8) |2

A Figura 2 ilustra claramente a razdo pela qual, regra geral, se opta pela utilizacdo
de estimadores centrados. No entanto, nalgumas situagbes, a utilizagdo de um
estimador com um enviesamento moderado é preferivel, pelos seguintes motivos
(Sarndal, Swensson e Wretman, 1992, p. 164):

*  muitos pardmetros tém uma estrutura formal que dificulta a determinacao de
um estimador centrado;
» um estimador com um enviesamento moderado pode muitas vezes ter

variancia e erro quadratico médio inferior a um estimador centrado.

12



Figura 2 — llustracdo do enviesamento e da preciséo,
sendo o verdadeiro valor o centro da menor circunferéncia®

Preciso Impreciso

Enviesado

Centrado

Um critério de escolha entre um estimador enviesado 8, e um estimador centrado

6, é dado pela comparagéo entre o erro quadratico médio do primeiro estimador e a

variancia do segundo. Ou seja, se

(2.2.10)  EQM(8,) < V(8,)

entéo, o estimador enviesado 8, é preferivel ao estimador centrado 6, .

2.2.2.3 Efeito de sondagem

Uma das medidas de comparagéo entre dois estimadores centrados, designa-se por
efeito de sondagem (design effect) e foi inicialmente definido por Kish (1965) como
sendo o quociente de duas varidncias onde, no numerador, figurava a variancia do
estimador sob o plano de sondagem utilizado (s) e, no denominador, tinha-se como
referéncia a variancia do estimador correspondente a um plano de sondagem

aleatéria simples sem reposicdo (SASSR), para uma amostra com a mesma

! Esta figura baseia-se na ilustracdo apresentada na Internet por EASTON, V. J. e MCCOLL,
J. H. (1998). Statistics Glossary. http://www.stats.gla.ac.uk/steps/glossary/sampling.html,
Steps, vers. 1.1.
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dimensao fixa n. Neste caso, o efeito de sondagem para o estimador do total da

populagao (1) sob o plano utilizado s, seria definido por:

(2.2.11) DEFF(%) = VVS—(T)(T)
SASSR

Mas, por vezes, tem interesse utilizar como referéncia a variancia de outro
estimador, que ndo o da sondagem aleatéria simples, para analisar
comparativamente a eficiéncia de um dado estimador. Assim, o efeito de sondagem

pode ser definido de uma forma mais geral como se segue.

Seja és um estimador centrado do parametro 6 = g(y, ..., yn), SOb um determinado

plano de amostragem s. Dizemos que um meétodo de sondagem s; € mais preciso do

gue outro método s, se, para a mesma dimensdo amostral n, a medida de precisédo

de 8 for melhor do que para 6 .

Neste contexto, vamos definir o efeito de sondagem dos planos s; e s, para 0s

respectivos estimadores de 0 da seguinte forma:

V(8s,)
V(ész)

(2.2.12) DEFF(éSl|é52)=

Assim, se DEFF(éSl | ész) < 1 concluimos que o método s; é mais preciso do que o

método s..

Obtém-se um estimador do efeito de sondagem através do quociente:

(2.2.13)  deff(B. |8 )= V6s)
- V()

2

14



2.2.3 Intervalos de confianca

Nesta seccdo apresentam-se, de forma abreviada, as ideias basicas subjacentes ao
conceito de intervalo de confianca para um parametro desconhecido de uma
populagao finita. A exposicdo segue de perto a apresentada por Sarndal, Swensson
e Wretman (1992, p. 55-56, 163-166).

Seja 6 um estimador do parametro 6 = g(yi, ..., Yn), onde g é uma funcdo dos N
valores da variavel de estudo Y na populacdo. Tal como na teoria geral da inferéncia
estatistica, um intervalo de confianca € uma realizagdo de um intervalo aleatério que
tem uma determinada probabilidade de conter o verdadeiro valor (desconhecido) do

parametro. Um intervalo de confianca para 0 é dado por:
(2.2.14)  IC(S) = [Bini(S) , Bsup(S)]

onde Bi(S) e Bs(S) sdo duas estatisticas tais que Bi(S) < Bsyp(S) para qualquer

amostra aleatoria s.

A probabilidade do intervalo (2.2.14) conter o verdadeiro valor de 6, designa-se nivel
de confianca ou probabilidade de cobertura. Pretende-se geralmente que essa

probabilidade esteja proxima de 1 para uma dada amplitude.

Neste intervalo a aleatoriedade é introduzida pela amostra aleatoria s seleccionada.
No contexto da teoria das sondagens, um intervalo de confianca € interpretado com
relacdo ao plano de sondagem p(s), que define a distribuicdo de probabilidade sobre

0 conjunto de todas as amostras possiveis, como se passa a expor.

Seja SolJS o conjunto de todas as amostras s tal que p(s)>0 e seja Soc 0 subconjunto
de So tal que, para cada amostra s0Sp, 0 intervalo (2.2.14) contém o verdadeiro
valor de 6. Denote-se por S’oc 0 complementar de Soc em So. Nestas condicbes, a

probabilidade de cobertura do intervalo de confianca (2.2.14) é dada por:
(2.2.15) P[IC(s)0B8]=1-aq

onde,

15



(22.16) a= > p(s)

sS'y¢

Ou seja, a € a probabilidade acumulada das amostras s para as quais o intervalo

nao inclui 6.

As estatisticas 6i(S) e 6s,(S) devem permitir obter intervalos com os niveis de
confianca 1-a desejados (por exemplo, os usuais 95%). No entanto, os estimadores
tipicos da teoria das sondagens permitem atingir este objectivo apenas de forma

aproximada e sob determinadas condi¢des.

Seja 6 um estimador centrado de 0 e %z 0 guantil de probabilidade 1-a/2 da
distribuicdo Normal Standard, N(0, 1). Utiliza-se frequentemente o seguinte intervalo

de confianca:
(2.2.17) 0 * Fiay V()

Este intervalo conterd o para@metro desconhecido 6, para uma propor¢édo aproximada

de 1-a de amostras s (obtidas segundo um determinado plano de sondagem), se as

duas condigdes seguintes se verificarem:

1. A distribuicdo amostral de 6 é aproximadamente uma distribuicdo Normal de

valor médio 6 e variancia V( é).

2. Existe um estimador V(8) de V(8) consistente.

Antes de se comentarem estas duas condi¢fes, note-se que:

-6 |V()

6-6 _
e e Ve

(2.2.18)

A primeira condicdo é essencialmente equivalente a aplicacdo do Teorema Limite

Central. Ou seja, sob a primeira condicéo,

16



é _
V(®)

D

(2.2.19)

tende para a distribuicdo N(O, 1), quando a dimens&o da amostra aumenta.

Sob a segunda condicdo tem-se essencialmente que, quando a amostra €

suficientemente grande, € também grande a probabilidade de

V(6)

2.2.20
( ) ®)

estar proximo de 1.

Conclui-se assim que se pode tratar a variavel (2.2.18) como tendo
aproximadamente distribuicdo N(0O, 1) se a amostra for suficientemente grande. Pelo
gue se justifica a utilizacdo do quantil da distribuicdo Normal, -, no intervalo
(2.2.17)%

Sarndal, Swensson e Wretman (1992, p. 57) apresentam referéncias bibliograficas
relevantes para uma analise detalhada da validade teérica e empirica dos intervalos
de confianga obtidos através de (2.2.17). Em seguida, comenta-se o efeito do
enviesamento dos estimadores sobre os intervalos de confianca e, em particular,
sobre (2.2.17).

2.2.3.1 Efeito do enviesamento dos estimadores

Uma propriedade desejavel dos estimadores €, sem davida, o ndo enviesamento. No

entanto, utilizam-se, por vezes, estimadores aproximadamente ndo enviesados
(veja-se a secgédo 2.2.2). Neste caso, uma medida da precisdo de um estimador 0,

com enviesamento B(8) = E(8) — 6, é o erro quadratico médio:

! Observe-se gue, se a variancia do estimador for conhecida, o valor de V(0) devera ser
utilizado no intervalo (2.2.17) em vez de V(08), uma vez que a aproximacdo a distribui¢do
Normal podera ser mais rapida, neste caso. Assim, é de esperar que o intervalo que se

obtém utilizando V(é), para uma dada dimensdo amostral, tenha uma probabilidade de
cobertura mais proxima de 1-a do que o intervalo (2.2.17).
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(2.2.21) EQM(6)=E[(6 -6)2]=V(B) +[B(8) |2

Para além de ser desejavel que o EQM(8) seja pequeno, também é conveniente

gue o enviesamento do estimador seja pequeno relativamente ao desvio padréo

[V(é)]l’z. Estas consideragfes s&o importantes uma vez que condicionam a validade

dos intervalos de confianca, como se vera, resumidamente, em seguida.

Antes de mais, considere-se o quociente (bias ratio):

B(®)

JV(0)

(2.2.22) BR(8)=

Sarndal, Swensson e Wretman (1992, p. 164) referem que, ainda que um

determinado estimador seja enviesado, desde que BR(@) seja pequeno, os intervalo

de confianca que se obtém nédo terdo um erro muito grande.

Para simplificar, suponhamos que por hipétese:

6-E()

V(6)

(2.2.23) Z=

~N(0, 1)

ou seja, que Z tem distribuicdo N(O, 1).
Nestas condi¢des, considere-se o0 seguinte intervalo:
(2.2.24) 0 * %y V(D)

O nivel de confianca ou probabilidade de cobertura deste intervalo é:

(2.2.25) Po=P{® - 3wyV(®) <0< 8 + FHawyV®))=
= P{~ ¥z - BR(0)<Z< %-BR(8)}

onde Z é a variavel aleatoria definida em (2.2.23).
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Sob a hipétese da normalidade da variavel Z e supondo que V(8) é conhecido, a

probabilidade de cobertura do intervalo (2.2.24) é 1-a apenas se BR(@) for zero.

Assim, o efeito do enviesamento sobre o nivel de confianca sera pequeno apenas se

BR(8) for préximo de zero.

O Quadro 2.2.1 apresenta as probabilidades de cobertura Py para alguns valores de

BR(8), quando se toma 1—a = 95%.

Quadro 2.2.1 - Probabilidade de cobertura P, como funcéo de BR(@)

IBR(8)| Po
0.00 0.9500
0.05 0.9497
0.10 0.9489
0.30 0.9396
0.50 0.9210
1.00 0.8300

Fonte: Sarndal, Swensson e Wretman (1992, p. 165)

Este quadro tem por objectivo dar uma ideia aproximada do efeito de BR(é) sobre

as probabilidades de cobertura dos intervalos. Na pratica, BR(é) € desconhecido e,
geralmente, a hipétese formulada em (2.2.23) corresponde apenas a uma
aproximacdo, quando se utilizam amostras grandes. Fica, no entanto, clara a
importancia da relacdo entre do enviesamento e a variancia dos estimadores para a

obtencdo de intervalos com os niveis de cobertura desejados.

Uma vez que, geralmente, tanto o enviesamento como a variancia do estimador séo

desconhecidos, utiliza-se frequentemente o seguinte intervalo:

(2.2.26) 0 * FHwyEQM(B)

onde EQM(@) € um estimador do erro quadratico médio do estimador enviesado 0.
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As propriedades de cobertura do intervalo (2.2.26) podem ser analisadas de forma

analoga a apresentada para o intervalo (2.2.24), supondo que EQM(8) é conhecido.

2.2.4 Consisténcia e ndo enviesamento assimptotico

As definicBes de consisténcia e ndo enviesamento assimptotico, da teoria geral da
inferéncia estatistica, ndo podem ser aplicadas directamente aos estimadores
definidos sobre amostras de uma populagéo finita. Se for N a dimensédo da
populagdo U e s uma amostra de dimenséo n, uma vez que n<N, naturalmente, ndo

é possivel calcular limites com n - co.

A utilizacdo destes conceitos no ambito da teoria das sondagens requer ferramentas
matematicas mais complexas, pelo que ndo serdo aqui apresentados. No entanto,
referir-se-do algumas consideracBes essenciais, pelo que, seguidamente, se
relembram as definicbes da teoria geral da inferéncia estatistica. Referéncias
bibliograficas relevantes sobre este tema podem ser encontradas em Sarndal,

Swensson e Wretman (1992).

Seja 6 um parametro desconhecido na populacéo e considere-se o estimador 6,

definido como uma funcdo de n varidveis aleatérias &1, &, ..., &, independentes e

~

identicamente distribuidas. Nestas condi¢es, diz-se que 6, €& um estimador
assimptoticamente centrado de 6 se

(2.2.27)  LimE(®,) =6

n - oo

e, diz-se que B, € consistente para 0 se, para qualquer valor £>0 fixo:

(2228) Limp{[,-¢g>e} =0

n- o

Os conceitos de consisténcia e ndo enviesamento assimptotico de um estimador séo
importantes, no ambito da teoria das sondagens, essencialmente pelos seguintes
motivos. Se for possivel mostrar que um estimador é assimptoticamente centrado
entdo, pode-se considerar que € aproximadamente nao enviesado se a dimenséo da

amostra for suficientemente grande. Por outro lado, se o estimador for consistente,
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pode-se considerar que a sua distribuicAo amostral se concentra muito préximo do
verdadeiro valor do parametro, quando as amostras sao de dimensao

suficientemente grande.

Consideram-se por vezes, neste trabalho, estimadores assimptoticamente centrados
(aproximadamente n&o enviesados) ou consistentes sem demonstragéo formal, uma
vez que estas ndo se encontram no ambito da dissertacdo. Recorrer-se-a entdo a

referéncias bibliogréficas.

2.2.5 Probabilidades de inclusao

Para inferir da amostra para a populacdo é fundamental determinar as

probabilidades de inclusédo. A sua definicdo formal € a seguinte:

Definicdo 1
Designa-se por probabilidade de inclusdo de 1% ordem a probabilidade de um

individuo da populagéo ser seleccionado para a amostra, ou seja:

i =P(i0s), i0OU

Definicdo 2
A probabilidade de inclusdo de 22 ordem corresponde a probabilidade de dois

individuos da populacdo serem seleccionados para a amostra:

;= P(iUs n jOs), i#], i, jOuU.

Naturalmente, estas probabilidades dependem da forma como os elementos s&o

seleccionados e, portando, do plano de sondagem adoptado.

Vamos agora estudar as propriedades de duas variaveis indicatriz que estdo
estreitamente relacionadas com as probabilidades de inclusdo. Estas variaveis irdo
ser fundamentais para a demonstracdo de alguns dos resultados apresentados em
posteriores seccdes; devendo-se a Cornfield (1944) a sugestéo da sua utilizacdo na
demonstracdo dos principais resultados da sondagem aleatdria simples sem

reposicao.
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Considere-se a variavel indicatriz Tz, também designada variavel de Cornfield,

definida por:

1 se is(i0U)

(2.2.29) ﬂimsz{ . ,
0 se iOs(iOU)

Uma vez que a variavel Tz segue uma distribuicdo de Bernoulli de parametro T,

tem-se:
(2.2.30)  E(l) =T, iU
2.231) V() =751 -T), iU

Seja IIjs a variavel indicatriz definida por:

1 se ils e jOs,i#j (i,jOuU)

(2232) ﬂi,j[ls = { L.
0 caso contrario

Analogamente, a variavel 1l jos segue uma distribuicéo de Bernoulli de parametro T,

donde,
(22.33)  E(ijm) =T, i, jOU
(22.34) V(@) =m@-m), ij0U

Um resultado extremamente (til resulta do facto de, para i # j, o produto flins x Tjne
tomar sempre o valor 1, excepto quando o0s elementos i e j ndo pertencem
simultaneamente & amostra. Ou seja,

(2.2.35)  Tips xMips =Tjns, 1#]

Assim, facilmente se deduz a expresséo da covariancia entre essas duas variaveis:

(2236) Cov(ﬂiD& ﬂj[ls) = E(ﬂigs X ﬂjDs) - E(ﬂiDs) E(ﬂjDs) =
= E(ljns) — E(Tins) E(fios) = 15— 10 1
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que denotaremos por A;, ou seja,

(2237 Lj=m-mwm, i#j, i, jOU
Ai =T (1 - TH)

Esta notacdo permitira simplificar a forma de algumas expressfes apresentadas em

posteriores secc¢oes.
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2.3 Sondagem aleatoria simples

Diz-se que o desenho de uma amostra de dimenséo n, retirada de uma populagéo
de N elementos, corresponde a uma sondagem aleatdria simples quando todos os
elementos da populacéo tém a mesma probabilidade de serem escolhidos para fazer
parte da amostra. Ou seja, qualquer combinacéo de n elementos da populagédo tem

a mesma probabilidade de corresponder a amostra seleccionada.

Este plano de sondagem é muito utilizado devido ao facto de a sua implementacao
ser mais simples e geralmente com menores custos, do que outros planos mais
complexos. Outro factor a seu favor € o facto de ndo ser necessaria muita
informacé&o sobre a populacdo que se pretende estudar, comparativamente a outras
técnicas de sondagens. No entanto, a sondagem aleatdria simples deve ser utilizada
apenas quando a populacdo € homogénea; 0 que se torna limitativo quando se
pretende estudar multiplos atributos da populagéo. Se for esse o caso, este plano so
€ adequado se a dimensdo da amostra for razoavelmente grande, devendo-se optar,
de preferéncia, por outros planos de sondagens, como por exemplo a sondagem

aleatdria estratificada.

A razéo fundamental pela qual introduzimos este tipo de sondagem prende-se com o
facto de grande parte dos principios da amostragem serem explicados em termos de
sondagem aleatéria simples e depois adaptados a desenhos mais complexos. Por
outro lado, a teoria da sondagem aleatdria simples pode, sob certas condicoes,
fornecer um guia de comparacdo da precisdo que se espera obter quando sao

utilizados desenhos mais complexos.

No caso da sondagem aleatéria simples ha que destinguir dois planos de
amostragem: o caso em que as tiragens sédo efectuadas com reposi¢cdo (SASCR) e

sem reposicado (SASSR).

Como veremos has proximas seccdes, a sondagem aleatdria simples sem reposicao
€ mais eficiente do que a sondagem com reposi¢cdo, sendo, portanto, a mais
utilizada. Assim, a SASSR sera apresentada mais detalhadamente e serd este um
dos planos que utilizaremos para efectuar comparagfes relativamente a precisédo

que se espera obter quando séo utilizados desenhos mais complexos.
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As demonstracdes das propriedades apresentadas nesta seccdo podem ser
consultadas em diversos livros de texto como, por exemplo, em Grosbras (1987). As
gue se referem & SASSR podem também ser facilmente derivadas a partir dos

resultados do estimador de Horvitz-Thompson (veja-se a sec¢ao 2.4).

2.3.1 Sondagem aleatéria simples com reposi¢do (SASCR)

Quando as tiragens sao efectuadas com reposi¢cdo, 0 mesmo individuo pode ser
seleccionado mais do que uma vez para a amostra. Neste caso, ha N" amostras
possiveis e, consequentemente, a probabilidade associada a cada amostra, s, de

dimensao fixa n é:

(2.3.1) p(s) = in
N

A probabilidade de inclusdo de 12 ordem corresponde, neste caso, a probabilidade
do individuo i ser seleccionado pelo menos uma vez para fazer parte da amostra.

Como as tiragens sao independentes e a probabilidade de um individuo nunca

n
. . 1
pertencer a amostra é (1_N] , tem-se:

(2.3.2) 11;:1—(1——] , i=1,2, ..., N

De forma anéloga se deduz a probabilidade:

P(i0s n jOs) =1 - P[(0s) O(0s)] =
= 1 - { P(i0s) + P(j0s) - P[(i0s) O (j0s)] } =

-+ [=3) o 3 -
=1—2(1—%jn + (1—@” =12 N %]

e, portanto, a probabilidade de inclusdo de 22 ordem é dada por
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1)" 2\"
2.3.3 =1-2|1-—| +|1-—| , i,j=1,2,....,N:i#j
( ) T§ ( N] ( N] J J

Note-se que se n for pequeno relativamente a N (n << N) tem-se:

, i=1,2,...,N

ij=1,2 ...,N:i#j

2.3.1.1 Estimacéao de u

A média da populagéo u corresponde a média dos valores da variavel de interesse Y

para todos os elementos da populacéo:

(2.3.4) =%ZW
iou

A média amostral, y, € um estimador centrado de ([,

(235) [=y-=

S|

D Vi
iCs

sendo a sua variancia

2
(2.3.6) wm=%n

com

@37 o= Y wi-w’
iou

A variancia de y pode ser estimada sem enviesamento por:
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2
2.38) V(@) = 57 ,

sendo s? a variancia amostral corrigida, dada por:

2 _ 1 .__2
(239) = n—_lé(y. v .

uma vez que s? é um estimador ndo enviesado de 6% no caso da SASCR.

2.3.1.2 Estimagdoder

O total da populagdo T ndo € mais do que a soma dos valores da variavel de

interesse Y para todos os elementos da populacéo:

(23.10) 1= >y,

i0u
Uma vez que T = N, o estimador natural deste pardmetro sera
(2.3.11) 1 =Ny,
sendo imediato que E(1) =1, ou seja, 0 estimador € centrado e tem variancia

2
2312)  V(f)= NZGT ,

sendo

2
2313) V() = NZST ,

um estimador centrado de V(1).
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2.3.2 Sondagem aleatéria simples sem reposicédo (SASSR)
Quando as tiragens sao efectuadas sem reposi¢cdo, o0 mesmo individuo sé pode ser

seleccionado uma Unica vez para a amostra. Neste caso ha (Ir\wl) amostras distintas

possiveis, sendo a probabilidade associada a cada amostra s de dimensao fixa n

dada por:

L

"

Dado que o numero de amostras que incluem um dado elemento i da populacdo é

(2.3.14) p(s)=

@::B a probabilidade de inclusdo de 12 ordem é dada por:

7~ N\
> Z2
I
B

(2.3.15) T , i=1,2,...,N

Z|>

TN
> Z2
NaliawZ

De forma analoga, dado que o niumero de amostras que contém simultaneamente os
N-2
n

elementosiej(izj) é ( -5

j e 0 numero de amostras distintas possiveis é (m a

probabilidade de inclusdo de 22 ordem é

L

K (N) T NN-D)

n

(2.3.16) i,j=1,2 ..., N:i#j

2.3.2.1 Estimagéo de u

A média amostral y é um estimador centrado da média da populagéo p:

(2.3.17) A=y

Utilizando a seguinte identidade
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(23.18) ¥ =

S5k

Y= =3yl
ils n

i0u

e as propriedades da variavel indicatriz, ja apresentada, facilmente se demonstra

que E(y) =p:

1 1 1 n
(23.19)  E(Y)= =D yiElo) = =Dy = _Zyiﬁ =u
Moo Moo 0o

Avarianciade y é

2
(2.320) V(y)= (1—f)ST ,

sendo S? a variancia corrigida da populacéo e f a taxa de sondagem:

,_ 1 02
(2.321) S _N_—lmzu(y' W)

Z|>

(2.3.22) f

A demonstracdo da propriedade (2.3.20) pode ser encontrada, por exemplo, em
Hansen, Hurwitz e Madow (1953b, p. 92-96) ou em Grosbras (1987, p. 16-18).

No caso da sondagem aleatoria simples sem reposicdo, a variancia de y € agora

estimada, sem enviesamento, por:

2
2323) V(@) = (1—f)57 ,

uma vez que a variancia amostral corrigida, s?, € um estimador ndo enviesado de S?

(variancia corrigida da populacédo), no caso da SASSR.
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2.3.2.2 Estimacdoder

Pelo que foi exposto anteriormente, um estimador centrado de 1 serd, obviamente,
(2.3.24) 1 =Ny

com variancia

2
(2.3.25) V(%)= N2(1—f)ST ,

gue pode ser estimada sem enviesamento por:

2
(2.3.26) V(%) = N2(1—f)57.

2.3.3 Comparacéao entre os estimadores SASCR e SASSR

Comparando os estimadores SASCR e SASSR através do efeito de sondagem,
definido por (2.2.12), conclui-se facilmente, como veremos, que o0 estimador da
sondagem aleatéria simples sem reposicado é mais preciso do que o da amostragem

com reposicao.
Os quadros seguintes apresentam um resumo dos resultados relativos aos planos

de sondagem aleatoria simples com reposi¢cdo e sem reposi¢do, no que se refere

aos estimadores de i (Quadro 2.3.1) e T (Quadro 2.3.2).

Quadro 2.3.1 — Propriedades do estimador de y, para a SAS

SASCR SASSR
p=y p=y
E(f) =p E(fl) =
2 2
" o " S
V() = — V(p)=@Q-f)—
n n
82 82
V() = — V() = @-f)—
n n
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Quadro 2.3.2 — Propriedades do estimador de 1, para a SAS

SASCR SASSR
t =Ny t =Ny
E(T) =1 E(f)=1
02 52
V(T)=N>— V()= N*(1-f)=—
n n
52 52
V(I) = N*2— V(@A) = N*(1-f)=—
n n

Considere-se como parametro de interesse, por exemplo, 8 =p. O efeito de

sondagem para os planos de sondagem aleatéria simples com e sem reposicao €

dado por:
2 2
S N-no

o D N-in _N-n

(2.3.27) DEFF([1sassr | Psascr) = 5 = 5 =
N-1
o o
n n

ou seja,
(2.3.28) DEFF(fisassr| fsascr) =1 —-f <1, paran>1

Note-se que o ganho de preciséo é fraco se n for pequeno relativamente a N, visto

gue, dessa forma, f = 0.
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2.4 Sondagem aleatdria com probabilidades desiguais

Os métodos de sondagem aleatdria para 0s quais nem todos os elementos da
populacdo tém a mesma probabilidade de serem incluidos na amostra designam-se

métodos de sondagem com probabilidades desiguais.

A utilizacdo das probabilidades de inclusdo desiguais pode resultar implicitamente
do desenho escolhido para a amostra (por exemplo, no caso da amostragem
estratificada), ou pode resultar de uma decisdo tomada propositadamente com o
intuito de incluir na amostra determinados individuos da populacdo com maior (ou
menor) probabilidade em virtude de eles serem mais (ou menos) importantes para o
objectivo da sondagem (Thompson, 1992, p. 46). Coelho (1995, p. 32) refere que
este método de sondagem tem também interesse quando as probabilidades de

tiragem estédo correlacionadas com o fendmeno em estudo.

Sejam quais forem as razdes que levem a utilizagdo de probabilidades de inclusédo
desiguais, estas tém que ser tomadas em consideracdo na forma dos estimadores,
de modo a que as suas propriedades ndo se deteriorem e, se possivel, se obtenham

ganhos significativos de precisao.

Também neste caso, podemos distinguir dois tipos de amostragem: com e sem
reposi¢cao. Hansen e Hurwitz (1943) introduziram um estimador para a abordagem
com reposicdo. As propriedades deste estimador, bem como a descricdo do plano
de sondagens com probabilidades desiguais com reposicdo, podem ser facilmente
encontradas na literatura (veja-se, por exemplo, Hansen, Hurwitz e Madow (1953b);
Grosbras (1987) e Thompson (1992)).

A teoria geral da amostragem com probabilidades desiguais (com e sem reposicao)
foi desenvolvida por Horvitz e Thompson (1952), tendo sido crucial para o
desenvolvimento de métodos de estimacdo em sondagens aleatérias, pelo que
apresentaremos apenas esta abordagem. Para uma descricdo detalhada do
estimador de Horvitz-Thompson e das suas propriedades consulte-se, por exemplo,

Gourieroux (1987) ou Sarndal, Swensson e Wretman (1992).
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2.4.1 Estimacéo deTt

Dadas as probabilidades de incluséo de 12 ordem (15 > 0, i 0 U), o estimador do total

da populacao proposto por Horvitz e Thompson é

V) y
— TG
i=1"1

onde, v corresponde ao nimero de unidades distintas na amostra®.

No caso em que as tiragens sao efectuadas sem reposicdo, o estimador de

Horvitz-Thompson é dado por:

i

2.42) =
i0s 14

Trata-se obviamente de um estimador centrado, como se demonstra facilmente:

2.43)  E(3y7) = E[Z%HES] - Z%E[ﬂms]: Z%T{i =1
iou 1 iou 1 iou i

A variancia do estimador é:

- T TG — TGTT
S VENS Z(M}yiyj
T ioujool - T
J#1

(2.4.4) Va(tyr) = Z(

i0u

A demonstracdo deste resultado é efectuada utilizando as propriedades das

variaveis indicatriz, introduzidas anteriormente (c.f. seccéo 2.2.5):

@45) Vit =V Y0 10] =
iou 1

! para mais detalhes veja-se, por exemplo, Thompson (1992)
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= z y' V({lis) + ZZ i T[J Cov(Tis, Tips) =

|I]UT[ ioujou T ]
J#i

= Zy' TH(1 - %) + ZZ A p—

iou Ty, i0ujou T J
J#i

Se todas as probabilidades de inclusédo conjuntas forem maiores que zero (15 > 0), a
variancia do estimador de Horvitz-Thompson pode ser estimada sem enviesamento

por:

”i

ppeey (B nL

ids jOs ) Ty 1T
J#i

(2.4.6) AT E Z{

i0s

A demonstracao deste resultado é efectuada utilizando também as propriedades das
variaveis indicatriz. Assim, desde que 1> 0 [i,j0U, o estimador (2.4.6) pode ser

escrito como:

. 1- T4~ 4T |y, Y]
@47)  Vi(igr) = Z[ J yit Tos+ D) [ ]y' s
ol i0UjOU L T T
i#i

Conclui-se entdo o resultado pretendido, usando as propriedades das variaveis

indicatriz:

yi ¥j
E(ﬂlgs) + ZZ [ J I E(HIDSHJDS)
] i0Uj0U L LD
i#i

(2.48)  E[V4(f47)]= Z(

iou 7T

_Z(l m] mzz( m JM”’

iou\ T ioujou
j#

= Vl(fHT)
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Se a dimenséo da amostra, n, for fixa, pode-se também considerar a formulacéo

alternativa para a variancia de Tyt devida a Sen, Yates e Grundy:

2
~ 1 Yi y]
(249) VZ(THT) = —z Z(T[IT[ —','[i.)[___}
ZiDU}E%J Pl

Se todas as probabilidades de inclusdo conjuntas forem maiores que zero (5 > 0),

um estimador centrado de V,(Tyt) €:

2
V(o) = & TOTG 7T ) Yi Y
(2.4.20)  Vy(iyr) = = (_J(___J
2%% TG LB
j£i

A demonstracéo do resultado (2.4.9) encontra-se no Anexo 2, sec¢do A2.1.1, sendo
a demonstracdo de (2.4.10) andloga. O primeiro estimador da variancia (2.4.6) é
atribuido a Horvitz e Thompson (1952). O estimador (2.4.10) deve-se a Yates e
Grundy (1953) e Sen (1953).

Observe-se que V;(iyy) podera ser inferior ou igual a zero. Uma condi¢do

suficiente para que \72(fHT) seja superior ou igual a zero € (Condicdo de

Yates-Grundy):
(24.11) nw-TH 20, O, jOuU (i #j)

Devido a dificuldade de implementacdo de qualquer um destes estimadores,
Thompson (1992) cita varios autores que procuraram outras formas de estimar a
variancia (Hajek, 1981; Brewer e Hanif, 1983; Kott, 1988).

O Quadro 2.4.1 apresenta um resumo dos resultados relativos ao plano de
sondagem aleatéria com probabilidades desiguais, quando as tiragens s&o
efectuadas sem reposi¢cdo, no que se refere ao estimador de Horvitz-Thompson

paraT.
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Quadro 2.4.1 — Propriedades do estimador de Horvitz-Thompson para T,

para a sondagem aleatéria com probabilidades desiguais (tiragens sem reposicdo)

Estimacéo de t

- Yi
THT = #

i0s "1
E(THT)ZT

T, ~ T,
e
oo\ Tl ioujool 18T
J#I

A TG — i Vi
Vitur) = Z( J +ZZ( : - }i ,TJ
ids T[i IDSJES T ]

j#i

E[Vi(tur)] = Va(tur) se ;> 0, 0i,jOU, 7

Se s tiver dimensao fixa:

2
_Yi
Vo(Tyr) = = E E (g — T ( J
2 TG, T
IDU}EiU ]

W = £33 VI —%}2

i0s jOs |
j#i

E[Vo(Eu7)] = VathT) se ;> 0, 0ij0U, i#]

2.4.2 Estimacéo de p

Naturalmente, se o par@metro de interesse for a média da populagéo, obtém-se as

seguintes propriedades, para o estimador de Horvitz-Thompson:

. 1.
(2412) Byt = G Thr

(2413)  V(yr) = —5 V(inr)
N
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. 1o,
(24.14) V()= = V(tur)

2.4.3 Pesos deinclusao

A forma do estimador de Horvitz-Thompson evidencia a importancia das
probabilidades de inclusdo para inferir da amostra para a populagéo. O inverso de T
€ usualmente designado por coeficiente de extrapolacdo ou peso de inclusao
(design weight) do elemento i, e € denotado por w;=1/1. O termo peso ou

ponderador refere-se geralmente aos coeficientes de extrapolacéo.

Numa sondagem por amostragem aleatoria simples sem reposicdo, as
probabilidades de inclusdo s&o 1 = n/N. Neste caso, os estimadores para o total
(2.3.24) e para a média da populacéo (2.3.17) séo equivalentes ao estimador de

Horvitz-Thompson.
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2.5 Sondagem aleatoria estratificada

De um modo geral, as técnicas de amostragem estratificada sdo utilizadas quando a
populacdo é heterogénea e é possivel identificar determinados grupos homogéneos,
sendo de esperar que o parametro de interesse varie entre as diferentes
sub-populacdes. A sondagem aleatéria simples (SAS) é mais adequada quando toda

a populacao € homogénea.

A estratificacdo da populacdo em sub-popula¢des € uma técnica muito popular onde
se utiliza informacgdo auxiliar na fase de seleccdo da amostra. Suponhamos que se
dispde de informacdo auxiliar adequada que permita dividir a populagdo em H
sub-populacdes, ou estratos, mutuamente exclusivos, de dimensbes
N1, ..., Np, ..., Ny. Seja n a dimensdo escolhida para a amostra. A amostragem
aleatoria estratificada consiste em seleccionar, de forma independente, uma amostra
em cada estrato. As amostras em cada estrato tém dimensdo pré-fixada:
Ny, ..., Ny, ..., Ny, tal que 2n, = n. Em cada estrato podera ser utilizada uma técnica
de sondagem diferente. No entanto, é usual utilizar o mesmo tipo de sondagem em

todos os estratos.

Existem varias razdes que levam a adopc¢ao de um plano de sondagem estratificada:

= quando efectuada correctamente, assegura-se, ndo s6 a obtencdo de
estimativas centradas dos pardmetros da populacdo, mas também dos
pardmetros de interesse em subgrupos da populacéo;

= se os estratos forem homogéneos, sendo a dimenséo da amostra fixa (n), a
amostragem estratificada pode fornecer estimativas mais precisas do que a
sondagem aleatéria simples, para os parametros de interesse na
populacgéo;

= 0 custo por observacdo da sondagem pode ser reduzido (por exemplo,
guando a estratificacdo é do tipo geografico);

= para um determinado custo de implementacdo pode haver um aumento de
precisao;

« € simples de implementar quando comparada com outras técnicas de

sondagens alternativas.

O delineamento dos estratos depende, geralmente, de diversos factores:
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da variabilidade das caracteristicas de interesse na populacdo — ou seja, se
forem identificadas sub-populagcdes com maiores ou menores valores
médios e maior ou menor variabilidade, relativamente a outras
sub-populacdes;

dos objectivos do estudo — ou seja, se ha interesse em determinar
estimativas para cada sub-populacéo;

da facilidade de implementagcdo — ou seja, se ha factores que facilitem a
gestdo do esfor¢co de amostragem pela utilizagdo de mais de uma amostra

(por exemplo: questdes geograficas, logisticas ou custos).

Consoante 0s objectivos da sondagem, a informacdo auxiliar disponivel e as

caracteristicas da populacéo, esta pode ser estratificada relativamente a mais do

que uma caracteristica.

Dos factores apresentados decorre, naturalmente, que os critérios de estratificacdo

sdo subjectivos e devem ser definidos pelo estatistico em cooperagdo com 0s

especialistas do problema em estudo. Como Hansen, Hurwitz e Madow (1953a,

p. 229) referem:

"Statistical theory does not provide a general series of procedures or
steps for determining the one best set of strata. It does provide some
guiding principles and gives a method for comparing and choosing

among alternatives".

Ao subdividir a populacdo em estratos deve-se procurar maximizar a precisao do

estimador do parametro de interesse, tentando-se garantir que os estratos sejam o

mais homogéneos possivel. Como veremos posteriormente, 0s estratos devem ser

determinados por forma a que:

as médias dos estratos sejam o0 mais dessemelhantes possivel, e

a variancia de cada estrato seja a menor possivel.

O problema da definicdo dos estratos e respectivas dimensdes amostrais ndo se

encontra no ambito desta tese pelo que se optou por apresentar apenas algumas

consideracbes gerais. No entanto, ndo podemos deixar de referir dois casos

particulares notaveis: a amostragem estratificada proporcional, sugerida por

Bowley (1926), que consiste em determinar as dimensdes dos estratos, ny, por forma
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sub-populacdes; e a amostragem estratificada 6ptima' atribuida a Neyman (1934)
gue consiste em determinar os n, de modo a que a variancia do estimador seja
minima, para um determinado custo total fixo (C=co+nc, onde ¢ é o custo
associado a cada elemento da amostra). Para mais detalhes sobre critérios de
estratificacdo e sobre estes métodos de reparticdo da amostra, em particular,
veja-se Hansen, Hurwitz e Madow (1953a), Cochran (1977), Barnett (1991) e
Hedayat e Sinha (1991).

Na seccdo 2.5.1 introduz-se a notacéo referente a populacdo e a amostra que sera
utilizada na analise dos estimadores da sondagem aleatoria estratificada (seccao
2.5.2). Na seccédo 2.5.3 faz-se uma breve discusséo da escolha deste plano de
amostragem em alternativa a um plano de sondagem aleatéria simples e

comparam-se 0s respectivos estimadores quanto a eficiéncia. Na seccdo 2.5.4

consideram-se algumas situagdes que podem conduzir a problemas na estimacéo.

2.5.1 Relacdes e notagao

2.5.1.1 Notacao referente a populacao

U populagéo de dimenséo finita
H namero de estratos
Uy sub-populacéo correspondente ao estrato h,
h=1,..,H
Nh nimero de elementos no estratoh, h=1, ..., H
H
N= >Ny dimens&o da populacéo
h=1

! Cochran (1977, p. 99) refere que, apds se ter vulgarizado a designacao “reparticdo 6ptima
de Neyman”, foi descoberta uma demonstracdo desse método em Tschuprow, A. A. (1923).
On the mathematical expectation of the moments of frequency distributions in the case of
correlated observations. Metron 2, 461-493, 646-683.
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Yhi

Totais, médias e variancias:

N
h= thi
i=1

H Nh
T::E: Yhi
h=1i=1
H
= )1,
h=1
N
Yhi
M = Z—
i=1Nh
Th
Mn = N
1 3
M= 2 2
h=1i=1
_ h
M= ZWUh
h=1
M= L
N
N
2 _ A (Yhi —Hp)
Uh = N
i=1 h

valor assumido pelo elementoi (i=1, ..., Ny),

pertencente ao estrato h (h =1, ..., H) para a variavel Y

total da variavel Y no estratoh, h=1, ..., H

total da variavel Y

média da variavel Y no estratoh, h=1, ..., H

média da variavel Y

variancia da variavel Y no estratoh, h=1, ..., H
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H Ny
ZZ Yhi — variancia da variavel Y

Z|l—‘

0 - O-Il’lt ra +0|nt er

2 Np 52 A
Ointra = z N Oh variancia intra-estratos
h
,mer zwh - variancia inter-estratos
h
S2 - %1: (Yni = ph)z variancia corrigida da variavel Y no estrato h,
T &N, h=1, .. H
2 N 2
Sh = h Oh
N, -1
1 J 2 A . :
= -3 (y,—H)"  variancia corrigida da variavel Y
N-1p33
2
s2= N g
N-1
N
st=3 ,\T Z 1(Hh =

2 2
2
S°= Sintra * Ointer

2 Np .2 A L
Sintra = ZWhSh variancia corrigida intra-estratos
h

2.5.1.2 Notacéo referente & amostra

s conjunto de unidades da amostra
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Sh
Nh
Np
n=>n,
h=1
n
f= 1
N
n
f, = —h
Nh

Totais, médias e variancias:

th = zyhi

iOsy,
H
t= >ty
h=1
n
_ 1 &
Yh = —Zth
_ t
Vi = —h
Nh
H
— Ny —
y = ZTYh
h=1
_ ot
y = —
n

n
2 1 & _ 2
Sh = Z(yhi ~Yh)
i=1

conjunto de unidades da amostra pertencentes ao
estratoh,h=1, ..., H

nimero de elementos do estratoh, h=1, ..., H

dimensdo da amostra

taxa de sondagem

taxa de sondagem do estratoh,h=1, ..., H

total amostral da variavel Y no estratoh, h=1, ..., H

total amostral da variavel Y

média amostral da variavel Y no estratoh, h=1, ..., H

média amostral da variavel Y

variancia amostral corrigida da variavel Y no estrato h,
h=1, ...,H
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H
1 _.2
s?= —1 Z Z(yhi -Y) variancia amostral da variavel Y
h= |:|Sh

2.5.2 Estimagdodepet

Na amostragem estratificada, a forma dos estimadores depende do plano de
sondagem utilizado em cada sub-populacédo e corresponde, geralmente, a somas
ponderadas de estimadores individuais dos estratos, onde o0s pesos sé&o,
naturalmente, os pesos dos estratos, N,/N (Lehtonen e Pahkinen, 1996, p. 68). Para
que seja possivel determinar os pesos dos estratos com precisdo, assume-se que as

dimensdes dos estratos Ny sdo conhecidas (Barnett, 1991, p. 109).

Denotaremos por [igrgr € Tgrg OS estimadores de p e 1, respectivamente, para o
plano de sondagem estratificada. Se [i,, for um estimador centrado da média do

estrato h entdo, o estimador da média da populacdo dado por (2.5.1) é também néo

enviesado relativamente a .

. N
(2.5.1) T z hg,
e N

De forma analoga, se Y% (fip) for um estimador centrado de V({i,,) para o plano de

sondagem considerado, entdo Y, (flgTr ) dado por (2.5.3) sera também um estimador
ndo enviesado de V(figrr), uma vez que as amostras séo retiradas de forma

independente em cada estrato.

H /N2
25.2)  V(figrr) = Z[—“j V(fip)

. H NV -
(2.53)  V(lgr) = Z(—“] V()
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O estimador do total da populacdo e as suas propriedades podem ser deduzidas a

partir do estimador da média:

H
(2.5.4) Tstr = Nfisr =2Nhﬁh
h=1

H
(2.5.5) V(igrr) = NZV(QSTR) = zthv(ﬂh)
h=1

H
(25.6)  V(igr) =NV (figrg) = D.Ny2V(fip)
h=1

Na seccdo que se segue, apresentam-se os estimadores, referentes ao plano de
sondagem aleatéria estratificada, para o caso em que se utiliza um plano de

sondagem aleatéria simples em cada estrato.

2.5.2.1 Sondagem aleatéria simples em cada estrato

Nesta seccdo apresentam-se os estimadores, referentes ao plano de sondagem
aleatéria estratificada, para os casos em que se utiliza um plano de sondagem
aleatoria simples, com e sem reposi¢do, em cada estrato. A situacdo em que se
utiliza a SASSR em cada estrato serd analisada mais detalhadamente, uma vez que
a deducéo dos resultados referentes a tiragens com reposicao efectua-se de forma

anéloga.

Suponhamos que as amostras sao retiradas, dentro de cada estrato, através de um
plano SASSR. Ou seja, retram-se as amostras s, (h=1,...,H) de cada
sub-populacdo independentemente umas das outras, de forma equiprovavel e

através de tiragens sem reposicgao.

As probabilidades de inclusdo dos individuos da populacdo tém agora que ter em
consideracgao os estratos a que estes pertencem. Uma vez que estamos a supor que
os elementos de cada estrato h sdo seleccionados para a amostra através de um
plano SASSR, pelo resultado (2.3.15) conclui-se que a probabilidade de inclusdo de

12 ordem do individuo i do estrato h € dada por:
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n
(257  Tn= 1, iOU,;h=1,..,H
Nh

Para as probabilidades de inclusdo de 22 ordem, h& que distinguir duas situacdes: o
caso em que ambos os individuos pertencem ao mesmo estrato (2.5.8) e o caso em
gue pertencem a estratos diferentes (2.5.9). Analogamente, pelo resultado (2.3.16),

tem-se:

n,(np -1 - L
(258) Tl'(i’h)(j‘h):h—, I,jDUh,|¢];h:1,...,H
Nh(Np = 1)
nh nk . . . _
(259) TinGw= —— ||:|Uh,]|:|Uk,h,k—1,...,H,hik
Ni, Ny

O estimador da média da populacdo e as suas propriedades obtém-se a partir dos
resultados apresentados nesta seccado, tendo em consideracdo que os estimadores

individuais dos estratos sdo os estimadores do plano SASSR (c f. sec¢éo 2.3.2):

H Ny
(25.10) fi= Zwyh
h=1
H 2 2
3 N, Y Ny, -n, S
(2.5.11)  V({i) = Z(WhJ %—h
h=1 h M
H 2 2
A N Ny, -ny, s
(25.12) V(fi)= Z(Wh] %—h
h=1 h Mn

1SN Yhi
(25.13) i = NZ_ .= _zznh/Nh

Nhiz1 li=1

e, pela probabilidade de inclusdo de 12 ordem (2.5.7), tem-se
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Z|I—‘

(25.14) | Z
(i,h)O

T, h)

Pelo que foi exposto relativamente ao estimador da média, obtém-se os seguintes

resultados para o estimador do total da populacéo.

O estimador do total da populacéo, t, é dado por:
H

(25.15) = D> Npy,
h=1

A variancia deste estimador é:

2 Nh Np Sh
2.5.16 V(T)= > Ny
( ) (1)= Z Ny
e pode ser estimada por:
~ H 2 Nh nh Sh
(25.17)  V(t)= > Ny ——"
hoi Np Ny

Pelo resultado (2.5.14) conclui-se que, para um plano de amostragem aleatéria
estratificada em se utiliza a SASSR em cada estrato, os estimadores da média
(2.5.10) e do total (2.5.15) da populacdo sédo formalmente equivalentes ao estimador

de Horvitz-Thompson (c.f. seccéo 2.4).
Os quadros seguintes apresentam um resumo dos resultados relativos a utilizacéo

dos planos SASCR (c.f. seccdo 2.3.1) e SASSR em cada estrato, no que se refere

aos estimadores de p (Quadro 2.5.1) e 1 (Quadro 2.5.2).
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Quadro 2.5.1 — Propriedades do estimador de , para a sondagem estratificada

SASCR em cada estrato SASSR em cada estrato
LY T &Ny
A= 2V 8= 2
h=1 h=1
E(f) =p E(fi) =
H 2 2 H 2 2
R N o N N, -n, S
v = > [T | V= X[ B
h=1 h h=1 h  Mn
H 2 2 H 2 2
~ o N S ~ N N, —ny S
O Z(Whj =h V()= Z(Wh] —
h=1 Nh h=1 h DN

Quadro 2.5.2 — Propriedades do estimador de t, para a sondagem estratificada

SASCR em cada estrato SASSR em cada estrato
H H
t = > Npyh t = > Npy
h=1 h=1
E(T)=r1 E(f) =1
2 H
2 Gh nh Sh
V(T) = N,
(1= Z Np Z Np Ny
h=1 =
~ H 2 Nh nh Sh
V(E) = ZNh V(t)= >N .
h=1 h h=1 h DPh

2.5.3 Comparacdo com a sondagem aleatdria simples

Como ja foi referido, intuitivamente tem-se a percep¢do de que a sondagem
aleatéria estratificada é mais apropriada do que a sondagem aleatoria simples se os
estratos forem homogéneos e o pardmetro de interesse variar entre as diferentes
sub-populacdes. A sondagem aleatoria simples sera mais adequada quando toda a
populacdo € homogénea. Para confirmar esta intuicdo, vamos comecar por analisar

a expressao da variancia total da populagéo.
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O resultado que se segue apresenta a variancia total da populacdo como a soma de
duas parcelas: a primeira, designa-se por variancia intra-estratos e corresponde a
uma média ponderada da dispersao no interior dos estratos; a segunda, designa-se
por variancia inter-estratos e corresponde a uma média ponderada dos quadrados
dos desvios entre a média de cada estrato e a média da populacdo, pelo que pode

ser interpretada como uma medida da dispersao entre os estratos.
2 2
2 _
(2.5.18) 0" = Ointra ¥ Ointer

onde

2

|
M
z|#
P

2 N 2
(2.5.20)  Oiper = ZWh(uh - 1)
h

A demonstracdo de (2.5.18) encontra-se no Anexo 2, sec¢do A2.2.1. A partir deste
resultado vamos analisar duas situacdes extremas: na primeira, supde-se que a
média da populacdo é constante em todos os estratos (i.e., a populacdo é

homogénea) e, na segunda, que a variancia é nula dentro de cada estrato.

2 :
Se p, = Y, Oh entdo, por (2.5.20) tem-se que Gj.or =0 €, por (2.5.18) conclui-se

2 : L . o
que 0 = Ojpira - OU SEja, a varidncia entre estratos é nula e, no interior de cada

estrato, a variancia é o°. Nesta situacdo extrema, verifica-se que para conhecer a
populacédo U, basta estudar todos os individuos de apenas uma das sub-populactes
Uy, (Figura 3).

Figura 3 — Populacdo homogénea

U, U, Uy
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2 ~ 2 . I
Se o}, =0 entéo, por (2.5.19) tem-se Oj,4 = O € conclui-se que a variancia total da

2 2 . ~ ~
populag&o €é, neste caso, 0° = 0;r - Nesta situagdo, para conhecer a populagéo U,

basta estudar um elemento de cada uma das sub-populacdes Uy, (Figura 4).

Figura 4 — Populacdo homogénea em cada estrato

Ul U2 UH

M1 35 e HH

Pelo resultado (2.5.18), conclui-se assim que a dispersdo intra-estratos é tanto
menor quanto maior for a dispersdo inter-estratos, dado que o” é constante. Esta
analise vai de encontro a nossa intuicao. Interessa agora verificar em que condicbes
a amostragem estratificada fornece estimativas mais precisas do que a sondagem

aleatéria simples.

2.5.3.1 Preciséo relativa da sondagem estratificada e da sondagem aleatoria
simples

Como ja foi referido, quando um plano de sondagem aleatéria estratificada é

implementado de forma adequada, as estimativas que se obtém sado, na maioria das

situacBes, mais precisas do que as que seriam obtidas por sondagem aleatéria

simples. No entanto, tal como Cochran (1977, p. 99) também salienta, ndo é verdade

gue tal sucede com qualquer amostra estratificada. Sob determinadas condicbes a

sondagem aleatoria simples podera ser mais eficiente.

Para analisar esta questao, discute-se em seguida a eficiéncia dos estimadores de |
para cada um destes planos amostrais, supondo que se pretende retirar uma

amostra de dimenséao fixa n de uma populacdo com N elementos.

Seja [igtg O estimador de p, dado por (2.5.10), num plano de sondagem

estratificada no qual se utiliza a SASSR em cada estrato. Pelo resultado (2.5.11) a

sua variancia é dada por:
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. N, %_1Hh
(2.5.21) ngangiN]-a- NZhT

Para um plano de sondagem aleat6ria simples sem reposi¢ao, o estimador de y, que

denotaremos por [igpg, € a média amostral e, pelo resultado (2.3.20), a sua

variancia é dada por:

2

. S
(2522)  V(figas) = (1—%)7

sendo S? a variancia corrigida da populacéo.

Utilizando as relagbes apresentadas na seccdo 2.5.1.1 e o resultado (2.5.18),

tem-se:

2 2
(N-1)8*=N Ointra + N Ointer

, < 2 2
= (N-1)S*= > Nyoy + > Np(kp —1)
h=1 h=1

(2523) = (N-1)S°= Z(Nh—l)sh +2Nh(uh "y
h=1 h=1

Supondo que N é suficientemente grande tal que N/(N-1) =1 e que as dimensdes
dos estratos N, s&o, ou suficientemente grandes, ou quase constantes, tal que
Ni/(Np-1) = N/(N-1), a expressdo de S? apresentada em (2.5.23) pode ser

aproximada por:

N
(%M)s%2£3+zhmhm
h=1 h=1

Note-se que a segunda parcela deste resultado corresponde a variancia
inter-estratos. Assim, substituindo (2.5.24) em (2.5.22) e simplificando a expresséo

correspondente a diferenga entre as variancias dos estimadores [igag € [gTR

obtém-se:
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H

. | 1 1) 2

(2.5.25)  V(figas) —~V(AsTR) = (— ]th + (— jcinter -
g2 H

Nh h 1 Nh 2

- — + =% —S

Z( ] Ny NZ N D

e, simplificando este resultado, conclui-se:

. . 1 1) 2 Np <2(N N
(25.26)  V(Aspas) ~ V(AsTR) = (———jcimer + Z 28 —h
n N hsIN® WM Nh

Do resultado (2.5.26), € imediata a observacdo de que o primeiro termo € sempre

2
ndo negativo e toma o valor zero se e s6 se Ojo, = 0. O segundo termo também

podera ser ndo negativo se a dimensao dos estratos da amostra, ny,, for determinada
Nh

de forma adequada. Por exemplo, se n, = nW parah=1, ..., H, a segunda parcela

anula-se. Isto é, a ja referida amostragem proporcional poderd conduzir a um

estimador pelo menos tao eficiente como o estimador de uma sondagem aleatéria

simples sem reposicéo.

Neste caso, as probabilidades de inclusédo de 12 ordem reduzem-se a

(25.27) m=nIN, i=1,..,N

e portanto, da expressao geral do estimador de Horvitz-Thompson para u (2.5.14),

conclui-se que o estimador de | para a amostragem proporcional ndo € mais do que

a média amostral:

(25.28)  fipgp = ¥

N
A variancia deste estimador obtém-se substituindo n, = nWh em (2.5.11):
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H

. 1-f <N 2

(2.5.29)  V(fiprep) = — D.-1Sy,
n h:lN

Note-se que, no caso da amostragem proporcional, as taxas de sondagem s&o

Assim, utilizando as aproximacbes ja consideradas, N/(N-1)=1 e

Np/(Np — 1) = N/(N — 1), conclui-se que

) ) 1 1) 2
(2.5.30) V(HSAS) - V(uprop) = ( ]Ointer

n N
Este resultado indica, aproximadamente, o ganho de precisdo que se obtém com a
utilizacdo da sondagem estratificada com reparticdo proporcional dos estratos,
relativamente a sondagem aleatéria simples sem reposicdo, numa amostra de

dimensao fixa n. Naturalmente, quanto maior for a dispersao entre os estratos, maior

sera o ganho de precisdo da amostragem proporcional.

As comparacdes efectuadas entre V([{igpg) € V(Qprop), baseadas no resultado

(2.5.30), podem néo ser validas para populacdes pequenas, ou seja, a sondagem
aleatoria simples podera ser mais eficiente do que a sondagem estratificada com
reparticdo proporcional dos estratos, embora na pratica tal seja dificil de ocorrer

(veja-se Cochran 1977).

Para uma discussdo mais detalhada da precisdo dos estimadores da amostragem
proporcional, da amostragem o6ptima e da sondagem aleatéria simples veja-se
Hansen, Hurwitz e Madow (1953a, 1953b), Cochran (1977) e Barnettt (1991).

Da analise apresentada, conclui-se que os critérios de estratificacdo séao
fundamentais para que haja um aumento de precisdo significativo relativamente a

sondagem aleatoria simples. Como Barnett (1991, p. 137) refere:

“Population characteristics can be more efficiently estimated from a
stratified sample than from an overall s.r. [simple random] sample if strata

means differ widely, and within-strata variation is low. The greater this
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effect the greater the efficiency of the corresponding estimators. With
freedom of choice of strata, the aim should be to construct strata with

these characteristics.”

2.5.4 Eventuais problemas na estimacéo

Para que seja possivel obter estimativas da variancia dos estimadores a partir da
amostra, € necessario que esta tenha dimensao superior ou igual a dois em todos 0s

estratos, ou seja, quen, =22 (h=1, ..., H).

Hansen, Hurwitz e Madow (1953a, p. 438) afirmam que quando existe apenas uma
unidade na amostra de um determinado estrato, € necessario agrupar os estratos
para que seja possivel estimar a varidncia a partir da amostra. Algumas
consideracbes sobre esse processo e respectiva descricdo podem ser obtidas em
Hansen, Hurwitz e Madow (1953a; Ch. 9, Sec. 15; Ch. 10, Sec. 13). Hartley, Rao e
Kiefer (1969) apresentam também uma solucdo para o problema da estimacdo da

variancia quando n,=1 para algum h.

Cochran (1977, p. 138-140) apresenta dois métodos que permitem lidar com o caso
extremo de existir, em todos os estratos, apenas um elemento na amostra. Este
autor apresenta uma técnica para agrupar os estratos que designa por "method of

collapsing strata" e cita uma outra abordagem desenvolvida por Fuller (1970).

2.5.4.1 Efeitos de erros nas dimensdes dos estratos

Os ganhos de precisdo das estimativas obtidas por estratificacdo dependem do grau
de homogeneidade que é atingido no interior de cada estrato que, por sua vez,
depende do grau de precisdo com que os estratos foram definidos (Hansen, Hurwitz
e Madow, 1953a, p. 183). Ora, os totais dos estratos N,, podem n&o ser conhecidos
de forma exacta por estarem desactualizados, por exemplo, devido a informacgé&o

incorrecta na base de sondagem.

Cochran (1977, p. 117) apresenta, em termos gerais, as consequéncias da utilizacéo

de pesos dos estratos, Ny/N, incorrectos:

1. Os estimadores sao enviesados.
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2. O enviesamento permanece constante a medida que a dimenséo da amostra
aumenta. Consequentemente, as estimativas obtidas sdo menos precisas do
gue as obtidas por amostragem aleatoéria simples, perdendo-se todo o ganho
de precisado da estratificacao.

3. A variancia do estimador subestima o verdadeiro valor do erro, uma vez que

ndo contém a contribuicdo do enviesamento para o erro.

Stephan (1945, citado por Hansen, Hurwitz e Madow 1953a, p. 233) fornece

algumas consideracdes adicionais para este problema.
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2.6 Estimacéo da variancia pelo método de linearizacéo de
Taylor

Quando se consideram estimadores nédo lineares, € muitas vezes impossivel obter
as expressfes exactas do enviesamento e da varidncia. Uma das técnicas mais
utilizadas para contornar este problema € o método de linearizagdo de Taylor ou
método-o. Esta técnica € utilizada ha longa data (pelo menos desde o tempo de
Gauss) em varios campos da estatistica. A aplicacdo dos principios basicos do
método de linearizacdo de Taylor a estimadores néo lineares, definidos sob planos
de sondagem complexos, deve-se a Keyfitz (1957) e Tepping (1968). Outra
referéncia fundamental da sua aplicacdo no ambito da teoria das sondagens é
Woodruff (1971).

O método de linearizacdo de Taylor consiste em utilizar a aproximagao ao primeiro

termo da expansdo em série de Taylor, da funcéo que define o estimador néo linear

A

6. Esta técnica permite entdo obter uma expressdo aproximada para a variancia de

8, bem como, sob determinadas condi¢fes, um estimador dessa variancia.

Na seccdo 2.6.1, relembram-se o0s resultados relativos ao estimador de
Horvitz-Thompson (apresentado na seccdo 2.4), introduzindo-se alguma notac&o
adicional, e considera-se o estimador de Horvitz-Thompson para um vector de totais
de vérias variaveis de estudo. Na seccao 2.6.2 apresenta-se, em termos geneéricos,
0 método de linearizacdo de Taylor. A exposi¢do desta técnica segue de perto a
apresentacéo efectuada por Sarndal, Swensson e Wretman (1992, p. 172-176). Os
métodos de estimacgdo da variancia por Bootstrap sdo considerados resumidamente
na secgdo 2.7. A aplicacdo destes métodos serd exemplificada em seccdes

posteriores.

2.6.1 Estimadores de Horvitz-Thompson para varias variaveis de

estudo

Em seguida, relembram-se os resultados relativos ao estimador de
Horvitz-Thompson (veja-se a secgdo 2.4), utilizando-se alguma notacédo adicional

que se passa a apresentar.
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No que se segue, e em posteriores sec¢des, denotar-se-a por

(2.6.1) Zzuaij

a expressao:

ioug U inou ioug U
i#i

Relembre-se ainda a notacéo considerada na secgéo 2.2.5:

(2.6.3) Lj=my-mrg, i, i,jOu
Aii = (1 - )

que representa a covariancia entre duas variaveis de Cornfield, sendo 1 e 1 as
probabilidades de inclusdo de 12 e 22 ordem, respectivamente, associadas a um

determinado plano de sondagem.
Esta notacdo permite resumir o0s resultados referentes ao estimador de

Horvitz-Thompson do total da variavel Y na populacéo (veja-se o Quadro 2.4.1), que

se denotara por 1,;, como se apresenta no Quadro 2.6.1.

Quadro 2.6.1 - Propriedades do estimador de Horvitz-Thompson para t

Estimacédo do total da variavel Y na populacéo

ids T[,
E(f)=T

Yi
Vl(TT[) ZZU |] yl =L

Y
Uit)= Y3, n” 4 nj

E[Vy(T)] = Va(t,) se >0, 0 i,j0U, i#]
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Quadro 2.6.1 (continuagdo) - Propriedades do estimador de Horvitz-Thompson para 1

Estimacédo do total da variavel Y na populacéo

Se s tiver dimenséao fixa:

2
Vz(fn) = _%ZZA”[ﬁ_ﬁJ

iojou 6 T
j#i
1 A v\’
Y i Yi _ i
Vo(t)= -3 —“(———J
2iI]sts TG TG T
j#i
E[V, (T)] = V(i) se >0, 0i,j0U, i#]

Suponhamos agora que se pretende estimar as G componentes de um vector t
composto pelos totais, desconhecidos na populacdo, das varidveis de estudo

Y]_, veey Yg, ..y Yoo

(2.6.4) t=(Tg, ..., Tgy oo, Ta)'

onde,

(2.6.5) T14= zuygi , g=1,..G

€ Ygi, .-+, Ygir ---» Yon S@0 0s N valores da variavel de estudo Y, (g=1, ...,G) na
populagéo.

Seja s uma amostra aleatoéria, obtida através de um determinado plano de
sondagem p(s), e sejam T e T as probabilidades de inclusdo de 12 e 22 ordem,

respectivamente, associadas a p(s). Supondo que se pode observar em s o vector,

(2.6.6) Yi = Vi s Ygin o yai)' iUs

os estimadores de Horvitz-Thompson para cada um dos totais desconhecidos das

variaveis Yy, ..., Yq, ..., Yo (OU s€ja, Ty, ..., Ty, ..., Tg) S80:
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(267)  tgp=>. "%, g=1,..6G

Obtém-se entéo o vector de estimadores:

(2.6.8) tn = (o o0 T 0 Ton)'

E imediato que:

(2.6.9) E(t,) =t

uma vez que T € um vector de estimadores centrados.
A matriz de variancias-covariancias associada a 1,
(2.6.10) V(i) =E{(T~0)(T,-0"}

€, obviamente, uma matriz simétrica tal que o g-ésimo elemento da diagonal

principal corresponde a variancia de fgn gue é dada por (veja-se o Quadro 2.6.1):

. Yai Yai
(2.6.11)  V(tgy) = ZZUA”%% , g=1,..,G
J

Naturalmente, também pelos resultados referentes ao estimador de
Horvitz-Thompson, os elementos da diagonal principal da matriz (2.6.10) podem ser

estimados sem enviesamento por:

2.6.12) V(i) = S99 g=1,...,G
(2.6.12) (Tg) = 2D r g
O elemento gg’ que se encontra fora da diagonal principal (i.e., g#g’), corresponde a

covariancia entre 1, e Ty;. A sua expressdo obtém-se utilizando as variaveis de

Cornfield:
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(26.13)  Cov(tgn Tgn) = COV[ZU%EDS, Zu%ﬂms]
1

Pelas propriedades da covariancia e utilizando a notacdo apresentada

anteriormente, conclui-se que

A ~ y . y .
(26.14)  Cov(tgn, Tyn) = D> Cov (I, ﬂ,ﬂs)%%
i

ou seja,

Ygi Ygi

I T[i T[J

(2.6.15)  Cov(tgy, Tgp) = ZZUA , 9,9=1,..,G,gzg

Assim, analogamente aos resultados apresentados para o estimador de
Horvitz-Thompson, verifica-se que o elemento gg (g#g) da matriz de

variancias-covariancias de 1., dada por (2.6.10), pode ser estimado sem

enviesamento através de:

~ e B Ygi Vg , ,
(2.6.16)  COV(Tgy tgn) = Zzsf-‘;%% ., 8.9=1, .., G, g%g

O Quadro 2.6.2 apresenta um resumo dos resultados referentes a estimacao do
vector t, composto pelos totais das variaveis de estudo Yy, ..., Yy, ..., Y, quando se

considera o estimador de Horvitz-Thompson de cada um desses totais.

Os resultados apresentados nesta seccdo sdo fundamentais para a exposi¢cdo do
método de linearizacdo de Taylor. Esta técnica é apresentada, em termos genéricos,
na seccao seguinte e, em posteriores seccoes, sera aplicada a diversos estimadores

nao lineares.
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Quadro 2.6.2 — Propriedades do estimador de Horvitz-Thompson para o vector de

totais t = (Ty, ..., Tg, .., Ta)"

Estimacg&o do total das variaveis Yj, ..., Yg, ..., Yg na populacgéo

y -
A _oa A A T PO gl —
T = (T oo Tgro oo o) Tgn = 25? ,9=1,...,G

E(f,) =t

V(1;;) — matriz de variancias-covariancias associada a

elementos gg da diagonal principal:

Yoi Y
V(Tgn) = ZZU ij ng' ng” : g=1,..,G

elementos gg’ fora da diagonal principal:

_ Ygi Ygi : :
Cov(Tyn, Tgn) = ZZU ij T v 9,9=1,..,G, 9?9

Y% (T,;) — estimador centrado da matriz V(1)

estimador dos elementos gg da diagonal principal:
~ Aij Ygi Ygi
V(%) = o ’a 9=1,..,G

gn ZZS T[“ T T[j

estimador dos elementos gg’ fora da diagonal principal:

A A B Ygi ¥
Cov(Tgn Tgn) = zz 179791 9.9=1..G, gzg

ST[T[T[J

2.6.2 Método de linearizagcéo de Taylor

Suponhamos que se pretende estimar um parametro 6 que pode ser expresso como

uma funcgéo de G totais da populacéo:
(2.6.17)  B=f(ty, ..., Tg, ... zuyg, ,g=1,..,G

onde vy, ..., Ygi, ..., Yai S80, respectivamente, os valores correspondentes ao i-€simo

elemento das variaveis Yy, ..., Yg, ..., Yg na populagéo.
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Cada total desconhecido pode ser estimado sem enviesamento pelo respectivo

estimador de Horvitz-Thompson:

R Ygi
(26.18) Ty = ZS%, g=1,..G
1

guando se pode observar na amostra o vector (yy;,

elementos iJs.

Um estimador de 0 é entdo:

(2.6.19) 8 =f(tyy, ..., Tgm oo Tam)

coy Ygir > Yai)| para todos os

Se f for uma funcéo linear, as propriedades de 6 deduzem-se facilmente a partir dos

resultados apresentados na secc¢do precedente. Neste caso, o estimador (2.6.19) é

centrado e pode-se escrever na forma:

G
(26.20) B=ap+ Y agtyy
g=1

onde, Ty,

A variancia do estimador (2.6.20) é

G G
2621) V(d)= > YajagCovltymign)
g=1g'=1

gue pode ser estimada sem enviesamento por

o G G
(26220 V(8= Y YagayCovltyntyn)
g:lg':l

€ o estimador de Horvitz-Thompson de 14 (g = 1, ..., G) dado por (2.6.18).
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onde, as covariancias Cov(1 fg.n) sdo obtidas através do resultado (2.6.15) e os

g
respectivos estimadores obtém-se através de (2.6.16); quando g=g’, obviamente,
Cov(t

g fg.n) corresponde ao estimador Y% (fgn) apresentado em (2.6.12).

Neste caso, em que f € uma funcgéo linear, estes resultados podem ser apresentados
através de expressoes alternativas, mais simples de implementar. Ou seja, uma vez

gue o estimador (2.6.20) pode ser escrito como:
(2623) B=ag+y

S T[I
onde,

G

(26.24) u= Y agyg , i0s
A variancia (2.6.21) pode entéo ser escrita como
(2625 V(B)= > 4 i
e o respectivo estimador, apresentado em (2.6.22), vem:

(2626) V(8)=Y> Bij Uy Uy

ST TG T,

Caso o parametro 6 = f(ty, ..., Ty, ..., Tg) tenha uma expresséo néo linear, € muitas
vezes impossivel obter as expressdes do enviesamento e da variancia do estimador

(2.6.19). Uma das formas de contornar este problema € a utilizacdo do método de

linearizacdo de Taylor, que consiste em determinar um pseudo-estimador* CAE

! éo depende, geralmente, de certas quantidades desconhecidas pelo que nem sempre sera

um verdadeiro estimador.
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através da aproximacao da funcéo f a 12 ordem da expansédo em série de Taylor, em

torno do ponto (1, ..., Tg, ..., Tg), ignorando-se os restantes termos.

z

Neste caso, como éo € uma funcdo linear, determina-se facilmente V( éo) como

uma aproximagao de V(8), bem como um estimador de V(8;).

O método de linearizacao de Taylor consiste, entdo, em determinar as propriedades

de éo gue se obtém da seguinte forma:
R R G
(2627) 8 = 8y =6+ Y ag(tgn—T4)
g=1

com

of

A 1

T R R
gn (oo o) = (T Tg)

(2.6.28) a4 g=1,...,G

quando as derivadas parciais dadas por ag existem e ndo séo conjuntamente nulas.

Para amostras grandes', o estimador 8 comporta-se aproximadamente como B -

No que se segue, assume-se que 0 enviesamento e a variancia de 6 podem ser

aproximados pelas correspondentes expressoes referentes a estatistica linear 6.

Utilizando as expressbes alternativas para estimadores lineares, apresentadas em

(2.6.23) e (2.6.24), conclui-se que éo pode ser escrito como:

G
A~ u:
= - + i
(26.29) 8y =|6- ) a,14 zsm-
9=1
onde,
' Ou seja, quando t,...,tg,, tomam valores préximos de Ty, ..., T, respectivamente, com

grande probabilidade (Sarndal, Swensson e Wretman, 1992, p. 174).
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G
(26.30) U= Y agyg » s
g=1

e as expressoes dos a4 (g = 1, ..., G) sdo dadas pelas equagbes (2.6.28).

Denote-se por AV(8) a variancia aproximada de 6 e que corresponde a variancia

exacta de 8, isto &,
(2.6.31)  AV(8) =V(8,)

Note-se que as equacles (2.6.21) e (2.6.25) sdo equivalentes, pelo que a variancia

de éo pode ser obtida atraves de

ST
g:l T[I

G .
(26.32) V()= v{ agfgn] - v(z U'J
e conclui-se, portanto, que a variancia aproximada® de 0 é
2633) AV(8)=V(,)= Ul
(2633)  AV(B)=V(8)= Y, i

O estimador de (2.6.33) ndo se obtém de forma imediata, uma vez que os valores
dos a4 (g =1, ..., G) dependem de totais desconhecidos na populagdo e, portanto,
as quantidades u; (i0s) sdo também desconhecidas. Para contornar este problema, é
usual substituir-se cada um desses totais pelos respectivos estimadores de

Horvitz-Thompson. Obtém-se, desta forma, estimadores a, de a; que permitem

g

calcular, para qualquer iJs, a variavel:

G
(2.6.34) ;= Y agyg , i0s
g=1

! Observe-se que, uma vez que E( éo) = 0 se conclui que EQM( é) = EQM( éo) =V( éo ).
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Obtém-se entdo o seguinte estimador de V( éo):

~

(2.6.35) V() = > Bi b

ij

|C>

'
i 1]

,:l

onde, U; (iUs) é dado por (2.6.34).

Relativamente a esta expressdo, Sarndal, Swensson e Wretman (1992, p. 175)

referem que:

“The justification for the procedure is that Gy, being a (possibly nonlinear)

function of restimators, is consistent for u,. Now, \7(@) is a function of

the consistent estimators U, and should in large samples behave as if it
had been based on the true (unknown) uy. Thus, \7(@) can be assumed

to be consistent for V(0).”

A expressdao (2.6.35) corresponde, estritamente falando, a um estimador de AV( é) e
nao de V(é). No entanto, uma vez que para amostras grandes a variancia
aproximada AV(é) “concorda bem” com V(é), pode-se considerar que, para essas

amostras, (2.6.35) € um bom estimador de V(é). Sarndal, Swensson e Wretman
(1992, p. 175) referem que tal ja foi demonstrado em diversos estudos por

simulacéo.

Quando o desenho da amostra é de dimensao fixa, um estimador da variancia

alternativo (veja-se, por exemplo, o Quadro 2.6.1) é dado por:

2
(2.6.36) V() = -= |
PRIC
j#i

66



2.7 Estimacéo da variancia por métodos de Bootstrap

Alternativamente aos estimadores da variancia que se obtém pelo método de
linearizacdo de Taylor, podem-se considerar outros métodos de estimagédo baseados
em técnicas de re-amostragem (resampling). Estes métodos baseiam-se na ideia de
gue a amostra obtida € representativa da populacéo alvo, podendo extrair-se novas
e repetidas amostras a partir da amostra original, com o0 objectivo de estimar
variancias ou intervalos de confianca. Alguns exemplos destes métodos sdo o
Jackknife, proposto por Quenouille (1949), e o Bootstrap, introduzido por Efron
(1979). Referéncias bibliograficas relevantes sobre as extensdes destes métodos a

dados de sondagens podem ser encontradas em Shao e Tu (1995).

Referéncias fundamentais sobre os métodos de Bootstrap sdo Efron (1979, 1982) e
Efron e Tibshinari (1993). Quando se pretende lidar com o problema da nédo resposta
através de métodos de imputacdo, a estimagéo da variancia dos estimadores requer
algum cuidado. Neste contexto, é de salientar a extensdo dos métodos de Bootstrap

proposta por Shao e Sitter (1996).

Os métodos de Bootstrap permitem obter estimativas validas para a variancia de
estimadores lineares e néo lineares, ao contrario dos métodos de Jackknife. Por este
motivo, e também devido a simplicidade de implementacdo, vamos nos restringir aos
métodos de Bootstrap e, em particular, as suas aplicagbes aos planos de sondagem
aleatdria simples sem reposicdo (seccdo 2.7.2) e sondagem aleatéria estratificada
sem reposicdo (seccdo 2.7.3). Na seccdo que se segue, apresenta-se uma breve

introducdo a metodologia Bootstrap.

2.7.1 Introducédo ao Bootstrap

Efron e Tibshinari (1993, p. 45-49) apresentam as ideias base subjacentes ao
método de Bootstrap, no ambito da inferéncia classica da estatistica, como se

segue.

Seja X = (Xq, Xo, ..., Xn) UMa amostra aleatéria obtida a partir de uma populacdo com

funcdo de distribuicdo (desconhecida) F. Seja Fa funcéo de distribuicdo empirica
associada a amostra obtida, tal que a cada valor observado x; (i=1, ..., n), atribui a
probabilidade 1/n.
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Uma amostra bootstrap é uma amostra x* = (X;*, Xo*, ..., X,*) obtida de forma
aleatoria e com reposicdo a partir da amostra inicial X = (Xg, X2, ..., Xn), também

designada populacéo bootstrap. Suponhamos que séo seleccionadas B amostras

bootstrap que se denotam por x*!, x*?, ..., X*2.

Para cada amostra bootstrap x*, calcula-se o estimador pretendido (i.e., calcula-se

uma réplica bootstrap do estimador):
(2.7.1) 6* = g(x*)
onde, g(.) é a funcdo que define o estimador 6 de 6.

A estimativa bootstrap da variancia do estimador obtém-se através da variancia dos

valores g(x*%), ..., g(x**), que denotaremos por Vg (8).

A metodologia apresentada pode ser implementada utilizando-se o algoritmo

apresentado por Efron e Tibshinari (1993, p. 47):

1° — Seleccionar B amostras bootstrap independentes, x* L x* L xB

onde x** = (x.**, x*®, ..., x,*"), b = 1, ..., B, de forma aleatéria e com reposicao

a partir da populagéo bootstrap x = (X1, X2, ..., Xn)-

2° — Calcular a réplica bootstrap do estimador para cada uma das amostras

bootstrap:

272) 0°=gx), b=1,..B

3° — Calcular a estimativa bootstrap da variancia do estimador, através da

variancia dos valores obtidos no 2° passo:

2

A K ~ B A* A%
(27.3)  Vg(B)= BLAZ[G "8 (Dl}
b=1

onde,
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274 b= %

B «
>0°
b=1

Efron e Tibshinari (1993, p. 47) referem que o limite da variancia bootstrap, quando

B tende para infinito, € a estimativa ideal da variancia do estimador de 6, i.e. de

V(6):
@75  Lm Va(8) = v+(8*)

onde, V* denota a variancia relativamente a amostra bootstrap.

Aqueles autores referem ainda que, na pratica, 0 nimero de réplicas bootstrap B
varia entre 25 e 200 quando se pretende estimar a variancia. No entanto, quando se
pretende construir intervalos de confianga o niumero de réplicas devera ser superior
a 200.

A aplicacdo da metodologia Bootstrap a dados de sondagens requer algumas
alteracBes ao algoritmo apresentado, como se verd posteriormente. Nas seccdes
gue se seguem apresenta-se de forma abreviada a aplicacdo desta metodologia a

SASSR e a sondagem aleatdria estratificada.

2.7.2 Sondagem aleatéria simples sem reposicao

Seja (Y1, Y2, ---» Yn) Uma amostra aleatéria obtida através de um plano SASSR de
uma populagdo com N elementos. Suponhamos que o0 pardmetro de interesse é a

média da populacao, 6 = |, e se utiliza como estimador de p a média amostral:
A 13 _
(7.6)  0=g0u Yz Y = D Vi 7Y
i=1

Seja (y1, Y2, ..., Yn) @ amostra bootstrap que se obtém, a partir de (Y1, Y2, ..., Yn),

através de n tiragens aleatdérias com reposi¢cdo e probabilidades iguais. Denote-se

por 8% = y* =g(y.', ¥z, ..., yn) @ réplica bootstrap da média amostral, ou seja,
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277  y*r=

Sk

n

2Vt

i=1

Deuville (1987, p. 161) apresenta as propriedades de (2.7.7):

R _ n
(278  Vr(y*)= %”Tl[n—le(yi —V)ZJ
i=1

Este resultado permite concluir que

(2.7.9) E[V*(y*)] = tl—ljs—

n,n

onde,
N
1 2
(27100 S*= =3 (i ~H)
i=1

Relembre-se que, para este plano de sondagem, se tem

S2
(2711)  V(Y)=(-H"-

onde, f = n/N e S? é dado por (2.7.10).

Verifica-se entdo que (2.7.9) é igual a (2.7.11) apenas quando f=1/n, ou seja,
guando n = JN . Conclui-se, assim, que \7*(?*) nao € um estimador consistente de

V(y).

Para ultrapassar este problema, é necessério alterar o algoritmo “puro” (também
designado na literatura por bootstrap naif ou naive) apresentado na seccéo anterior.
Os primeiros trabalhos nesta area devem-se a Gross (1980) e a Chao e Lo (1985). O

método proposto por estes autores para a SASSR designa-se, geralmente, na
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literatura por Bootstrap Without Replacement ou Without Replacement
Bootstrap (BWO). Bickel e Freedman (1984) e Sitter (1992b) propuseram uma

extensdo do método a sondagem aleatoria estratificada.

O algoritmo BWO para a SASSR consiste em construir uma pseudo-populacao (i.e.,
uma populacéo artificial) de dimenséao N, replicando-se k vezes a amostra original
(N = kxn) e em retirar amostras aleatérias sem reposicdo, de dimenséo n, a partir
dessa populacdo. Estas amostras sdo, entdo, as amostras bootstrap a partir das
quais se obtém as estimativas pretendidas, de forma analoga ao algoritmo “puro”

(para mais detalhes veja-se, por exemplo, Deville 1987).

Para planos de sondagem complexos a extensdo deste método ndo € imediata,

como se vera para o caso da sondagem aleatdria estratificada, na sec¢éo seguinte.

2.7.3 Sondagem aleatéria estratificada

Para a sondagem aleatoéria estratificada (SASSR no estratos) foram propostos trés
algoritmos que apresentam estimativas bootstrap, da varidncia de estimadores
lineares, correctas: o Without Replacement Bootstrap (BWO) (Bickel e Freedman,
1984, Sitter, 1992b); o Rescaling Bootstrap (RB) (Rao e Wu, 1988) e o Mirror-Match
Bootstrap (MMB) (Sitter, 1992a). Veja-se também Chen e Sitter (1993).

Qualquer um destes métodos constitui uma metodologia vélida para se obterem
estimadores bootstrap da variancia, de estimadores lineares, para o plano de
sondagem em apreco. No entanto, o método BWO proposto por (Sitter, 1992b)
parece ser o mais promissor quando se considera o caso nao linear. Por este

motivo, apresenta-se apenas esse método.

O método BWO proposto por Bickel e Freedman (1984) é bastante limitado pelo
gue, como refere Sitter (1992b), nem sempre € aplicavel. Apresenta-se, entao,
apenas a extensdo do método BWO proposta por Sitter (1992b) para a sondagem

aleatéria estratificada®.

O algoritmo BWO proposto por Sitter (1992b) é o seguinte:

! Sitter (1992b) apresenta ainda extensdes do método BWO a outros planos de sondagem

mais complexos.
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1° — Construir de forma independente para cada estrato h (h =1, ..., H) uma
pseudo-populagdo, replicando-se os elementos da amostra original desse

estrato k;, vezes, sendo

N 1-f

(2.7.12)  kp= J[l——h] , h=1, .., H
Ny Ny

(2713) fo = Np/Np , h=1, ..., H

2° — Seleccionar n’y, unidades de cada estrato h através de tiragens aleatoérias

sem reposicao, sendo
(2714) n’h=nh—(l—fh), h=1,..,H

por forma a obter-se uma amostra bootstrap. A partir da amostra bootstrap,

calcular a réplica bootstrap do estimador, 0*.

3° — Repetir 0 2° passo um grande numero de vezes, B, por forma a

*| *|

~*b o

A*1
obterem-se 6 , ..., 6 , ..., 6 réplicas bootstrap do estimador.
4° — Estimar V(8) por

(2.7.15)  Vpwo = E*[6* —E*(8*)]?

onde, E* denota o valor esperado relativamente as amostras bootstrap; ou,

pela aproximacdo de Monte Carlo

(2.7.16)  Vgwo =

B/ wp  x N2
bgl(eb—e(m]

W=

onde,
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*

B «
2717) B ()= %zé b

Note-se que este método pressupfe que ky, e n’y sejam inteiros. No entanto, tal ndo
ocorre a menos que f, seja igual a “0” (zero) ou igual a 1. Sitter (1992b) sugere um
procedimento que designa por randomization between bracketing integers para
contornar este problema e refere as propriedades do estimador bootstrap,
subjacente a este algoritmo, para o caso linear. Neste caso, o método conduz a
estimadores bootstrap consistentes. No caso nao linear, 0 método parece ser
promissor, como verificou Sitter (1992b) através de estudos por simulagcdo. As
propriedades teoricas dos estimadores bootstrap requerem ainda investigacao,

guando se consideram estimadores e planos de sondagem complexos.
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3 ESTIMACAO NA PRESENCA DE ERROS NAO
AMOSTRAIS

3.1 Introducéo

Uma pratica comum, no tratamento e analise de dados provenientes de sondagens
probabilisticas, consiste em associar a cada observacdo da amostra um peso ou
ponderador. Suponhamos que foi retirada uma determinada amostra, de acordo

com um certo desenho ou plano de sondagem.

Como referem Koeijers e Willeboordse (1995, p. 87) os objectivos da ponderacao
séo:

1. Extrapolar a amostra para a populacao (i.e, inferir).

2. Lidar com a nao-resposta.

3. Aumentar a precisdo através da utilizacdo de informacé&o auxiliar.

4. Obter consisténcia com os dados de outras fontes.

No que se segue, faremos uma distincdo entre ponderar e reponderar (weighting e
reweighting). De um modo geral, a ponderacéo esta associada ao primeiro objectivo
e depende do plano de amostragem escolhido, pelo que pode ser efectuada antes
da recolha dos dados. O termo peso ou ponderador refere-se geralmente ao
coeficiente de extrapolagcdo, ou seja, ao inverso da probabilidade de inclusdo
(c.f. seccdo 2.4.3). A reponderacdo € efectuada depois de os dados terem sido

recolhidos e prende-se com os restantes objectivos.

Kalton e Kasprzyk (1986, p. 4, citados por Lundstrém e Sarndal 1999, p. 307)

descrevem claramente este processo:

"A common approach is initially to determine the sample weights needed
to compensate for unequal selection probabilities, next to revise these
weights to compensate for unequal response rates in different sample
weighting classes (...), and finally to revise the weights again to make the
weighted sample distribution for certain characteristics (e.g., age/sex)

conform to the known population distribution for those characteristics.”
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De um modo geral, o processo de reponderacdo baseia-se em informacdo auxiliar
gue se encontre presente na base de sondagem durante a fase de estimacdo ou em
informacé&o proveniente de outras fontes. Existe abundante literatura sobre métodos
de estimacédo que utilizam informacao auxiliar; veja-se por exemplo: Wright (1983);
Rao (1988); Skinner, Holt e Smith (1989); Sarndal, Swensson e Wretman (1992);
Thompson, (1992); Hedlin et al. (1998); Lundstrom e Sarndal (1999). Algumas das
técnicas mais utilizadas sdo os meétodos de pos-estratificacdo, estimacdo pelo

qguociente e estimacgédo pela regresséo.

Ao longo deste capitulo, procuraremos apresentar alguns estimadores que, face a
informac&o auxiliar disponivel durante a fase de estimag&o, permitam melhorar as
estimativas obtidas por ponderagcdo. A apresentacdo destes métodos é
essencialmente motivada pela possivel existéncia certos erros na base de
sondagem e ocorréncia de ndo respostas no inquérito, como veremos nas seccoes

3.2 e 3.6, respectivamente.

Embora fosse extremamente interessante analisar e testar estimadores pela
regressao, estes encontram-se fora do ambito da dissertacdo. Pelo mesmo motivo, a
estimacdo pelo quociente e a estimacdo em dominios sdo aqui apresentadas
apenas de uma forma abreviada. Estes métodos serdo introduzidos essencialmente
com o intuito de enquadrar teoricamente alguns conceitos utilizados na analise dos

estimadores de po6s-estratificacao.

Na secc¢éo 3.3 serdo introduzidos os métodos basicos de estimagéo pelo quociente.
Na seccdo 3.4 apresentaremos 0s conceitos elementares da estimacdo em
dominios. Como veremos posteriormente, estes meétodos permitem também
solucionar certos tipos de imperfeicbes da base sondagem. Na secgdo 3.5
analisaremos mais detalhadamente alguns estimadores de pds-estratificacao,
considerando-se a auséncia de ndo respostas e, na seccao 3.6, estes métodos sao
apresentados como uma das formas de lidar com a ocorréncia de ndo respostas e

com os problemas das bases de sondagem.
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3.2 Estimacgao na presenca de erros na base de sondagem

Durante a fase de desenho da amostra, é fundamental definir a populag¢édo alvo ou
universo de referéncia. No que diz respeito as especificagbes da populagédo alvo,
ocorrem por vezes algumas imperfeicdes. E de salientar que os resultados do
inquérito podem ficar comprometidos se o conjunto de elementos do universo de

referéncia for definido ambiguamente.

A base de amostragem, ou base de sondagem, sendo uma lista actualizada de
todos os elementos da populacdo alvo deveria, idealmente, permitir identificar a
populacdo alvo na totalidade. A constituicdo e actualizacdo de uma base de
amostragem €, no entanto, um processo complexo e dificil de realizar. Por um lado,
as caracteristicas e a composi¢cdo da populacdo alteram-se constantemente e, por
outro lado, as fontes de informagdo sobre essas alteragbes, ainda que sejam
acessiveis, sdo muitas vezes imperfeitas, tanto no que se refere a exactiddo como a

actualizagao.

Tipicamente, ndo existem ficheiros que possam garantir uma representacio
completa, perfeita e actualizada da populagéo alvo. Lessler e Kalsbeek (1992)
efectuam uma discussdo detalhada sobre seis imperfeicdes comuns as bases de
sondagem, das quais vamos salientar quatro, particularmente relevantes para a fase

de estimacéo:

1. Subcobertura (ndo inclusdo de unidades da populagéo alvo).
2. Sobrecobertura (inclusdo de unidades que ndo pertencem a populacao).
3. Registos duplicados ou multiplos.

4. Informacdo auxiliar incorrecta (dimensdao, actividade, etc.).

A possivel existéncia de erros na base de amostragem tem repercussdes nas
estimativas obtidas, uma vez que as propriedades dos estimadores se deterioram
(veja-se Lessler e Kalsbeek 1992 para mais detalhes). De entre os quatro problemas
apontados anteriormente, a subcobertura é talvez o problema mais sério, uma vez
que néo é possivel detecta-lo, nem a partir da base de amostragem, nem a partir da
amostra. Dado que uma parte da populacdo ndo pode ser observada, a amostra

obtida conduz a estimativas enviesadas.
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Um problema 6bvio de sobrecobertura corresponde a situacdo em que a base de
sondagem contém unidades mortas. Designam-se por unidades mortas o0s
elementos da populacdo que, de alguma forma, deixaram de existir (por exemplo,
cessacdo da actividade de empresas, falecimento de individuos, etc.). E usual as
bases de sondagem utilizadas em inquéritos a empresas conterem mais de 10% de
unidades mortas porque as fontes externas néo as conseguem identificar (Koeijers e
Willeboordse, 1995, p. 44).

A utilizacdo de informac&o auxiliar incorrecta reduz a precisdo das estimativas da
sondagem (Lessler e Kalsbeek, 1992, p. 77). Este tipo de erros pode conduzir a
sobrecobertura. O inverso podera também ocorrer, ou seja, serem excluidos
elementos erradamente, conduzindo a um problema de subcobertura. Se os efeitos
de sobrecobertura e subcobertura tendem, ou n&do, a anular-se depende das

variaveis de estudo (Koeijers e Willeboordse, 1995, p. 90).

Designam-se por dominios as sub-populacdes para as quais S80 necessarias
estimativas pontuais separadas. Um dominio pode ser qualquer sub-populacdo ou
toda a populacgéo. Lessler e Kalsbeek (1992, p. 69) e Sarndal, Swensson e Wretman
(1992, p. 543) apontam os métodos de estimacdo em dominios como uma solucéo
para os problemas de sobrecobertura, uma vez que, neste caso, a populacao alvo é
um dominio da base de amostragem. Estes métodos podem ser aplicados quando,
apos o inquérito ter sido efectuado, se verifica a existéncia de elementos que néo
pertencem a populacdo. Se for possivel reconhecer esses elementos, excluindo-os
da amostra, obtém-se uma amostra s’ de dimenséo aleatéria. Nestas condi¢des, o
estimador de Horvitz-Thompson €é centrado para as estimativas do total da

populagéo obtidas a partir de s’ (para mais detalhes, veja-se a seccédo 3.4).

Relativamente a subcobertura, Séarndal, Swensson e Wretman (1992, p. 544)
sugerem a escolha de um ajustamento pelo quociente como forma de reduzir o

enviesamento do estimador de Horvitz-Thompson provocado por este problema.

Uma forma de minimizar os problemas de sobrecobertura e subcobertura, originados
por deficiente informacdo na base de sondagem, é a utilizacdo de métodos de
pos-estratificacdo, estimacdo pelo quociente e estimacdo pela regressdo. Estas
técnicas de reponderacdo tém por objectivo melhorar as estimativas obtidas,

podendo utilizar no momento da estimacéo, informacado auxiliar mais actualizada.
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Por outro lado, ndo podemos deixar de referir que a base de amostragem néo deve
ter apenas um tipo de imperfeicdo, tal como sucede na maioria das sondagens, e
ndo é possivel fornecer uma solucdo geral que resolva todos os seus problemas
simultaneamente (Koeijers e Willeboordse, 1995, p. 90).

Nunca sera demais lembrar que é preferivel prevenir eventuais problemas,
procurando que haja o menor ndmero possivel de erros em todas as etapas da

implementacdo da sondagem, do que procurar solucdes a posteriori’.

3.2.1 O problema das mudancas de estrato

Suponhamos que o desenho da sondagem corresponde a um plano de amostragem
aleatéria estratificada. Os estratos, sendo homogéneos na sua constituicdo, podem
conter elementos com comportamentos muito diferenciados. Por exemplo, nos
inquéritos as empresas, € comum utilizar-se o tipo de actividade como variavel de
estratificacdo, mas verifica-se por vezes que as respostas obtidas no inquérito

sugerem que determinadas empresas ndo se mantém nos estratos iniciais.

As mudancas de estrato sao resultado de uma deficiente informacéo no ficheiro de
base. Ou seja, a informacdo auxiliar que consta da base de sondagem e que
permitiu efectuar a estratificacdo da populacdo, encontra-se de alguma forma
incorrecta ou desactualizada. Nesta situacéo deixa de existir uma correspondéncia

exacta entre os estratos na base de sondagem e na populacéo.

Por outro lado, quando a base de sondagem possui informagéo incorrecta, os totais
dos estratos na populacdo podem nao ser conhecidos de forma exacta. Na secgao
2.5.4 apresentamos, em termos gerais, as consequéncias da utilizacdo de

ponderadores incorrectos.

Como vimos anteriormente, o problema de sobrecobertura pode ser tratado, na fase
de estimacdo, através de métodos de estimagdo em dominios. O problema das
mudancas de estrato pode também ser tratado desta forma. Por exemplo, quando se

pretende estimar o total de empresas por actividade econdmica e se observaram

! Como refere Coelho (1995, p. 158-159): “a habitual tentacdo de definir e testar os

estimadores num momento posterior a definicAo dos planos de amostragem podera
comprometer o processo, impedindo a aproximacdo a planos éptimos, ou mesmo dando
origem a incompatibilidades que mais tarde ndo podem ser evitadas e que acabam por

remeter para piores solucdes.”
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mudancas de actividade (ou seja, de estrato), as estimativas podem ser obtidas por
dominios, uma vez que cada actividade econémica define um dominio
(sub-populacéo). Como ja foi referido, essas estimativas sao centradas; no entanto,
a variancia dessas estimativas é geralmente maior, do que a variancia das
estimativas que seriam obtidas se todas as empresas tivessem sido correctamente
estratificadas, quando a base de sondagem foi construida (Lessler e Kalsbeek,
1992, p. 77).

Embora os eventuais procedimentos que permitam evitar a ocorréncia de mudancgas
de estrato, bem como efectuar uma manutengéo adequada da base de sondagem,
se encontrem fora do ambito deste trabalho, ndo podemos deixar de referir alguns

trabalhos desenvolvidos nesta area ou que abordem esta questéo.

Koop (1988) apresenta uma técnica que procura controlar e reduzir os erros de ndo
amostragem, entre 0s quais 0s problemas de cobertura da base de sondagem e
erros derivados da néo resposta. Sarndal, Swensson e Wretman (1992) apresentam
algumas questfes ligadas a manutencdo da base de sondagem. Rivest (1999)
prople, para a fase de desenho da sondagem, alguns algoritmos de estratificacédo

gue tém em consideracdo a possivel ocorréncia de mudancas de estrato.
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3.3 Métodos béasicos de estimacao pelo quociente

Como se referiu anteriormente, uma forma de tratar os problemas da base de
sondagem e, de um modo geral, aumentar a precisdo das estimativas das variaveis
de interesse, consiste em utilizar informacao auxiliar que se encontre presente na
base de sondagem durante a fase de estimacdo ou informacdo proveniente de
outras fontes. Uma das técnicas mais utilizadas, para atingir estes objectivos, sao os

métodos de estimacgdo pelo quociente.

Estes procedimentos tém sido investigados, pelo menos, desde a década de 30
(Rao, 1988), existindo, assim, abundante literatura sobre este tema. Nesta seccéo,
apresentam-se resumidamente alguns métodos de estimacao pelo quociente. Uma
referéncia mais detalhada sobre estes métodos pode ser encontrada em Cochran
(1977), Rao (1988) e Sarndal, Swensson e Wretman (1992).

Em seguida considera-se o caso em que o parametro de interesse corresponde ao
racio de duas quantidades desconhecidas na populagdo e, na secgdo 3.3.2, 0

estimador pelo quociente usual.

3.3.1 Estimagdo de um quociente

Sejam Y e X duas variaveis quantitativas. Suponhamos que se pretende estimar o
racio entre a média (total) da variavel Y e a média (total) de X na populacédo U, de

dimensao N. Ou seja, a quantidade que se pretende estimar é:

T
(331 R= By oy
Tx

Mx

Se os dois totais desconhecidos forem estimados por T, e T, respectivamente,

entdo o estimador de R é dado por:

D>

g o=}

y
X

(3.3.2) R =

~1

=Y
X

g o=
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O estimador R néo é linear e, de um modo geral, ndo é centrado, ainda que os

estimadores de T, e T, 0 sejam.

Sejam ﬂy e [i, dois estimadores centrados de p, e L, respectivamente. Nestas

condicdes, o enviesamento de R é dado por:

~ Cov(R,fiy)
Mx

(3.3.3) B(R)=

Este resultado foi demonstrado por Hartley e Ross (1954) para o caso de um plano
de sondagem aleatéria simples sem reposicdo. Para um plano de sondagem

arbitrario, a demonstracao de (3.3.3) é bastante simples, como se pode verificar em

seguida:
Uma vez que a expresséo (3.3.2) se pode escrever como R Ay = ﬂy,
tem-se:
(3.3.4) Cov(R, fiy) = E[R fi,] - E[R] E[f,] = E[A,] - E[R] E[,]
E, como por hipétese, ﬂy e (1, sdo estimadores centrados, obtém-se:
(3.3.5) Cov(R, fy) = 1y — E[R] by
Por outro lado, a expressdo do parametro de interesse R, dada por
(3.3.1), também se pode escrever na forma p, = Ry, pelo que se obtém:
(3.3.6) Cov(R, fiy) = R — E[R] b = i {R - E[R]}
Sendo o enviesamento de R dado por B(Ifi) = E[Ifi] — R, conclui-se que:
(3.3.7) Cov(R, fi,) = —k B(R)

Obtendo-se entéo o resultado (3.3.3).

Analogamente, tem-se também:
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- Cov(R, 1)
T

(3.3.8) B(R)=

X

Pelo resultado (3.3.3) e dado que o quadrado do coeficiente de correlagdo (p) é

sempre inferior ou igual a 1, obtém-se a seguinte desigualdade:

(3.3.9) [B(ﬁ)]z < V()
GUNTNG

COMO se pasSa a demonstrar.

Elevando ambos os membros da equagéao (3.3.3) ao quadrado, tem-se:

lcovd. o))
by

(3.3.10) [B(R)]? =

Uma vez que o quadrado do coeficiente de correlacdo € dado por:

. lcov@. o))

(3.3.11) et
VR)V(fiy)
a expressao (3.3.10) pode ser escrita de forma equivalente como:
VRV
B(R)P = 2V
2
Hx
~ 12 .
(3.3.12) - [B(R)] _ 2 V()

V(R) i,

E, uma vez que p® < 1, conclui-se o resultado (3.3.9).

Analogamente se verifica que:

bRl . vty
V(R) 1,2

X

(3.3.13)
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A desigualdade (3.3.9), ou (3.3.13), permite tirar algumas conclus@es interessantes

relativamente a validade dos intervalos de confianca que se obtém através do

estimador R. Relembre-se gue a quantidade (bias ratio) definida por (2.2.22):

B(R)

VV(R)

(3.3.14) BR(R)=

€ fundamental para a obtencdo de intervalos de confianca validos, quando os

estimadores séo enviesados (c.f. sec¢ao 2.2.3).

A desigualdade (3.3.9) permite ent&o concluir que:

(3.3.15) [BR(R)P< &;)
Hx

Ou seja, se V(i) /i se aproximar de zero, quando a dimensdo da amostra

aumenta, entao BR(I52) também se aproximara de zero. Como ja foi referido, esta é

uma condicdo importante para a validade dos intervalos de confianca.

Os totais de Y e X sdo usualmente estimados pelos respectivos estimadores de

Horvitz-Thompson. Ou seja, o estimador usual do quociente R=r/7, €

(3.3.16) R =21

TXT[

O método de linearizacdo de Taylor, apresentado na seccdo 2.6, permite obter a
variancia aproximada do estimador (3.3.16) e um estimador dessa variancia.
Torna-se entdo possivel determinar intervalos de confianca para o parametro nao

linear R, quando as amostras sdo grandes.

~

Uma vez que R é uma funcdo (ndo linear) de fyn et 0 primeiro passo do

XT?

método consiste em determinar as derivadas parciais:
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@317 R -1
aTyT[ TXT[
5 t
(3318 R o=-
0Txn Tyn

Calculando estas derivadas no ponto (ty, T,) obtém-se as expressdes de a; e a,
dadas por (2.6.28):

(3.3.19) a =

Yy __R
2

= —

Ty Tx

Para amostras grandes, R comporta-se aproximadamente como a estatistica linear

(veja-se o resultado (2.6.29)):

(33.20) Rg =[R- (aiT, + a1,)] + zs% -R+ S%
i .

onde, as expressodes de u; (ids) sdo dadas por (2.6.30):

(3321) U = aqy; + axX, ids
ou seja,
1 .
(8.3.22)  ui= —(yi—-Rx), ids
T

X

Substituindo (3.3.22) em (3.3.20), conclui-se que

Ao 1 yi —in
3.3.23 R =Ry=R+ — e
( ) 0 . 2 n



Sob a aproximacéo (3.3.23), R é aproximadamente ndo enviesado e, por (2.6.33), a

variancia aproximada de R é dada por:

i ~Rx ¥j ~RX;

T[i Tt j

(3.3.24) AV(R)=V(Rg)= %ZZUAH Y
TX

Uma vez que a; e a, podem ser estimados, respectivamente, por:

(3325) 4= -1

A

TXT[

LR
2 - T
TXT[

pelo resultado (2.6.35), obtém-se o estimador:

(3326) VR = LYy SI¥TRNYITRY

2 S 1L . .
Tyt T[Ij TG T[J

Note-se que, sob a aproximacao (3.3.23), o enviesamento de R, embora ndo seja

nulo, aproxima-se de zero, isto é,

(3.3.27) E(R) = E(Ry) =R

Assim, tem-se que

(3.3.28) EQM(R) = EQM(R,) = V(Ry)

Mas, quando a aproximag&o ndo € boa (por exemplo, nos casos em que a amostra €
pequena), o método de linearizacdo de Taylor tem tendéncia a subestimar o erro
guadratico médio do estimador. Nestes casos, deve-se procurar obter uma
aproximacao melhor, incluindo-se os termos de 22 ordem da expansao em série de

Taylor.

No Quadro 3.3.1 apresenta-se um resumo das propriedades do estimador usual do
guociente (3.3.16).
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Quadro 3.3.1 — Propriedades do estimador usual do quociente R = 1,/t,

Estimacdo do quociente entre os totais de Y e X na populacgéo

o ym _ O
fXT[ ﬁ
ST
AV(R) = L y; ~Rx; ¥j ~RX;
(R)= 2ZZU 1) T, T
X
RX; ¥j IQXJ

Interessa agora analisar o caso particular de R em que se considera 17, = N que,
como se verd, tornara mais clara a forma de alguns estimadores apresentados em

posteriores secc¢oes.

3.3.1.1 Caso particular: estimagdo da média da populagéo

Suponhamos que se pretende estimar a média de uma variavel Y na populagéo ().
1

Atendendo a que py = Wy pode-se utilizar o estimador do quociente (3.3.2) fazendo

T« = N. Ou seja, supde-se que a varidvel X toma o valor 1 para todos os elementos

da populacéo.

Um estimador do quociente para |, € dado por:

>
Z)|~<

(3.3.29) f

Sendo 15 a probabilidade de inclusdo de 12 ordem do individuo i, podem-se

considerar os seguintes estimadores de Horvitz-Thompson:
(3330) fyp=> 0
'. ymt S T[I
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(3331) N = ZS%
1

Obtém-se, desta forma, um estimador do quociente para y,, também designado na

literatura por “weighted sample mean”:

) 1 :
(3332 Ay = — ZS%

o

Observe-se que este estimador pode ser sempre utilizado, quer a dimensdo da
populagéo, N, seja conhecida, ou ndo. Se a dimensdo da populagéo for conhecida e
se 0 desenho da amostra corresponder, por exemplo, a um plano de sondagem
aleatéria simples sem reposi¢cdo (SASSR) ou a um plano de sondagem aleatéria
estratificada (em que se utiliza a SASSR em cada estrato), este estimador &
formalmente idéntico ao estimador usual da média (estimador de
Horvitz-Thompson); numa sondagem com probabilidades desiguais, isto podera néo
suceder. Nestes casos, pode-se optar entre o estimador de Horvitz-Thompson e o
estimador do quociente (3.3.32). No entanto, a opc¢ao recai geralmente sobre este
ultimo, dado que este € muitas vezes o melhor estimador. Sarndal, Swensson e
Wretman (1992, p. 182-183) apresentam algumas situa¢des que vao de encontro a
esta intuicdo, uma vez que nao é possivel indicar condicBes exactas para que tal se

verifique.

Relativamente as propriedades do estimador (3.3.32), pelos resultados genéricos
apresentados anteriormente, (3.3.24) e (3.3.26), é imediato que a variancia

aproximada de Qyw e 0 respectivo estimador séo:

Yi~Hy ¥j~Hy

o1
(3.3.33) AV(HWV)-NTZZUAU T, T,

]

~ 1 By Y —Ayy Yj~Pyw
(3.3.34) V(i) = Si
. NZZZS T T
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No Quadro 3.3.2 apresenta-se um resumo das propriedades do estimador “weighted

sample mean” de .

Quadro 3.3.2 - Propriedades do estimador “weighted sample mean” de p

Estimacdo da média da variavel Y na populacado

y
T zs;

=
2
=Z>
[

S T[I

1 “Hy Yj~Hy
AV(“W)‘N—zZZUAij o

zz Au i~ plyw Yj~Pyw

,\2 .
T

V(i) =

3.3.2 Estimacéao pelo quociente, na presenca de informacao auxiliar

Seja Y uma variavel de interesse e considere-se uma variavel auxiliar X da qual se
conhece o seu total 1, na populacdo U (de dimensdo N) e, portanto, também a sua
média na populacdo. Esta informacgé&o é utilizada nos estimadores pelo quociente do

total e da média da variavel de interesse, T, e Y, respectivamente.

Observe-se que o total da populacdo (e de forma analoga a média da populacao)

pode ser escrito como:

Y
(3335 1,=1,— =1kR
T

X

Assim, sendo i, e T, os usuais estimadores de Horvitz-Thompson, R pode ser

y

estimado por R = —— e obtém-se entéo o estimador pelo quociente usual de Ty:

(3.3.36) fy,o =R =1, "
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De forma analoga, o estimador pelo quociente usual de p, é dado por:

) 11
(3.3.37) fiyg = pxaﬂ

XTT

Sarndal, Swensson e Wretman (1992) referem que o total da variavel auxiliar X deve
ser conhecido com exactiddo, uma vez que um valor impreciso de T, pode conduzir a
um enviesamento ndo negligenciavel do estimador pelo quociente. Estes autores
salientam ainda que o estimador é muito preciso quando os pontos (Y, X) da
populagédo se distribuem ao longo de uma recta que passa pela origem e tem um
certo declive (desconhecido) R, podendo-se assim dizer que este modelo de
regressao gera o estimador pelo quociente (veja-se Grosbras (1987) ou Sarndal,
Swensson e Wretman (1992) para mais detalhes). Daqui se conclui que os valores
de Y devem ser proporcionais aos valores de X para que o método de estimacao

pelo quociente seja eficaz.

No que se refere a escolha da variavel auxiliar, deve-se também ter em atencao que

os valores da amostra que contribuem para a estimativa de [l,, tém que pertencer a

populacdo da qual se conhece o verdadeiro valor de . Para deixar claro este
pressuposto, Grosbras (1987, p. 130) fornece o seguinte exemplo: o consumo médio
na inddstria, [y, deve-se referir as empresas do mesmo sector das que foram

utilizadas na amostra, ser calculado para o mesmo periodo, etc.

Relativamente as propriedades do estimador (3.3.36) (e, analogamente, para

(3.3.37)), a deducdao é imediata quando se consideram os resultados obtidos através

da aplicacdo do método de linearizacdo de Taylor ao estimador R.Ou seja, uma vez

que 1, = T,R, por (3.3.23), conclui-se que:
. Yi ~RX;
(3338) tyo =TR+ ZST

e, por (3.3.24),0btém-se a variancia aproximada de TyQ :
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i ~Rx; ¥j ~RX;
Ty Ly

(33.39) AV(t,q)= 2 &7

Finalmente, como ny = 1R, por (3.3.26), obtém-se o estimador:

2 .
A 1 A” y.—Rx. yJ_RXJ

3.3.40 V(tyo)= |2 —= !

(3340 V(i) (fm] 22w w

Estes resultados podem ser apresentados sob outra forma se atendermos a que a

aproximacao (3.3.38) pode ser escrita, de forma equivalente, como

(3341) fy5 = TR+ (T ~Riyy)

Sob a aproximacéao (3.3.41), conclui-se que a variancia aproximada de TyQ € dada

por:

(83.42)  AV(iyq)=V(Tyn) + R*V(Tyy) — 2RCOV(Typ, Tyr)
e o respectivo estimador é

- 52 ¢ a 5 mA A A
(Tyn) + RV (Tyy) —2R Cov (T, Typ)

<>

(3.3.43)  V(iy)=

onde, os estimadores de V(Tyn) [ou V(i,5)] e Cov(fyn, T,;) sao dados,

respectivamente, por (2.6.12) e (2.6.16).

No Quadro 3.3.3 apresenta-se um resumo das propriedades do estimador pelo

quociente usual do total da populagao, ny.
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Quadro 3.3.3 - Propriedades do estimador pelo quociente usual de T, = R,

com R =T1,/14

Estimacédo de 1y, na presenca de informacéao auxiliar

~>

TyQ =1, R =14 I , T, conhecido

XTU

~

. _ y.—Rx. yJ—RXJ
AV(tyq) = DD 0~ ——

Ty T
2 R ~
N T A” yi =RX; yJ_RXJ
V(tyo)=1|2 — - !

3.3.2.1 Estimacéo pelo quociente numa sondagem aleatdria estratificada

Em seguida, apresentam-se dois métodos de estimagéo de p, pelo quociente (no
caso do parametro de interesse ser Ty, 0s resultados séo analogos), para um plano
de sondagem aleatéria estratificada no qual foi utilizada a sondagem aleatéria
simples sem reposigcdo (SASSR) em cada estrato. No primeiro método considera-se
gue a média da variavel auxiliar X é conhecida na populacado (4, e, no segundo, a

média da varidvel auxiliar é conhecida em cada estrato h (h=1,...,H) da populagéo

(ux,h)-

¢ Método | — Estimador combinado do quociente

O estimador combinado do quociente deve-se a Hansen, Hurwitz e Gurney (1946) e
obtém-se calculando os estimadores de Horvitz-Thompson de p, e p, para este
plano de sondagem (c.f. seccéo 2.5) e recompondo em seguida esses estimadores
através de (3.3.37). Utilizando a notacdo apresentada na secgdo 2.5, obtém-se os

resultados que se seguem.

<I
=

27|22

~~
w
w
N
D
N—r
=)
<
Q
=)
1
k=
x
>
|
k=
x
=M 1M
x|
=>
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Assim, este método pressup8e apenas o conhecimento da média da variavel auxiliar

X na populacéo ().

O enviesamento deste estimador serd pequeno se a dimensdo da amostra for

grande e o coeficiente de variacdo de {1, for pequeno (Rao, 1988). Para amostras

grandes, a variancia aproximada do estimador (3.3.44) é dada por:

2

_ N 1-1 2 2.2

(3.3.45)  AV(fi,q,) = Z(WhJ Th(sy’h ~2RpSy hSyp +R Sx,hj
h

.- ~ , Hy .

sendo p;, 0 coeficiente de correlacédo no estrato h e R 0 quociente — na populacgéo;
X
e, 0 respectivo estimador é:
1-f,

2
~ N - 2 ~ ~2 2
(3.3.46)  V(fyg,)= Z(Whj - (Sy’h—ZRrhsy’th]h+R sxyh)
h

onde r, € 0 estimador de p,.

A demonstracdo destes resultados pode ser obtida utilizando os resultados do caso
geral, apresentados anteriormente (para mais detalhes veja-se, por exemplo,
Hansen, Hurwitz e Madow (1953a, 1953b) e Cochran (1977)). Rao (1988) fornece
referéncias bibliograficas relevantes sobre formas alternativas de estimar a variancia

do estimador combinado do quociente.

¢ Método Il — Estimador separado do quociente

O estimador separado do quociente obtém-se recompondo os estimadores das
médias, estrato a estrato, e calculando-se em seguida o estimador usual da média
para a sondagem aleatoria estratificada. Utilizando a notagdo apresentada na

seccdo 2.5, obtém-se os resultados que se seguem.

O estimador separado do quociente € dado por:

(3347) plsz = ZWQyQ’h = ZWHX,h —_— !
h
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Este método pressupde que a média da varidvel auxiliar X é conhecida para cada

estrato da populacdo (pxn)-

O enviesamento de ﬂsz deduz-se facilmente tendo em consideracéo que

_ _~ Ny o
(33.48)  B(fiyg,) = ;Ws(uyq,h)
e, no estrato h, ﬁyQ, A ndo é mais do que o estimador pelo quociente usual para uma
sondagem aleatdria simples sem reposicéo.
O enviesamento sera pequeno se as dimensdes amostrais de cada estrato (ny)
forem grandes e os coeficientes de variacao de X, em cada estrato, forem pequenos

(Rao, 1988).

A variancia aproximada do estimador separado do quociente é:

2

. N 1-f 2 )

(3.3.49)  AV(flyg,)= Z(—hj nhh {sy,h ~ 2Ry Sy Sxh +RhSX’h}
h

uy’h
ux,h

sendo p;, 0 coeficiente de correlacéo e Ry, 0 quociente

na populagéo, para cada

estrato h.

Analogamente ao estimador combinado do quociente, um estimador da variancia de

(3.3.47) obtém-se substituindo: R, por R}, as variancias S%, e S, pelas

respectivas variancias amostrais corrigidas (szy,h e szx,h) e PnSynSxn pela covariancia

amostral, em cada estrato h (Cochran, 1977).

¢ Comparacdo dos métodos

O estimador separado do quociente € preferivel ao estimador combinado se os
guocientes R;, forem distintos de estrato para estrato e, principalmente, se todos os

n, forem suficientemente grandes. Nestas condicdes, o enviesamento do estimador
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sera negligencidvel e a expressdo (3.3.49) sera uma aproximacdo valida da

variancia de ﬁsz (Cochran, 1977, p. 167; Grosbras, 1987, p. 138).

Assim, mesmo que a média da variavel auxiliar X seja conhecida em cada estrato da
populacéo, o estimador combinado do quociente € preferivel se a amostra néo tiver
um tamanho razoavel em todos os estratos. Este estimador também € adequado se

0s R;, forem estaveis de estrato para estrato.

Para uma discussdo mais detalhada sobre a escolha do estimador pelo quociente,

numa sondagem aleatdria estratificada, veja-se Hansen, Hurwitz e Madow (1953a).
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3.4 Métodos béasicos de estimacdo em dominios

Designa-se por dominio qualquer sub-populacdo para a qual sdo necessarias
estimativas pontuais separadas. Se for possivel identificar dominios de estudo antes
da amostra ser recolhida, entdo o plano de sondagem a adoptar devera ter em
consideracdo essas unidades. A dimensdo da amostra em cada dominio devera,

entdo, garantir que as estimativas tenham uma preciséao aceitavel.

No entanto, nem sempre é possivel implementar um plano de sondagem que
contemple os dominios de estudo (por exemplo, por questdes logisticas ou
orcamentais ou por inexisténcia da informacdo auxiliar necessaria) e, por vezes, a
necessidade de estimativas separadas para certos dominios s6 se verifica depois da
amostra ter sido recolhida. Nestes casos, é necessario recorrer a meéetodos de
estimacdo que tirem o melhor partido possivel da amostra que foi obtida e,
eventualmente, da informagéo auxiliar que estiver disponivel durante a fase de

estimacao. Estes procedimentos designam-se métodos de estimagdo em dominios.

O principal problema com que se defrontam os métodos de estimagdo em dominios
prende-se com o facto da dimensdo da amostra no interior dos dominios ser
aleatéria e, frequentemente, demasiado pequena para que seja possivel obter

estimativas de precisdo aceitavel.

Nos ultimos anos foram desenvolvidas diversas técnicas que procuram lidar com o
problema da estimacdo em pequenos dominios. Uma referéncia mais detalhada
sobre estes métodos pode ser encontrada em Sarndal (1984), Sarndal e Hidiroglou
(1989), Holt e Holmes (1994) e Coelho (1996).

Encontra-se fora do ambito desta dissertacdo a apresentacdo detalhada desses
métodos. Importa contudo apresentar as ferramentas basicas da estimacdo em
dominios, ndo s6 por uma questdo de enquadramento tedrico de conceitos utilizados
nos meétodos de pods-estratificacdo, mas também como uma metodologia de
estimacdo passivel de resolver certos problemas de sobrecobertura das bases de

sondagem (c. f. secgéo 3.2).
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3.4.1 Notacéo

Seja U a populacgéo alvo da sondagem, de dimensao N, e considere-se uma particdo
de U em D sub-populagbes, Uy, ..., Uy, ..., Up, designadas por dominios, de

dimensdes Ny, ..., Ng, ..., Np, respectivamente. Ou seja,

D
(3.4.1) u=[Juq
d=1

D
(3.4.2) N= > Ng
d=1

O total e a média da variavel de interesse Y no dominio Uy da populagdo séo,

respectivamente:

343)  w= Dy, d=1,..,D
i0Uq
Tg

(3.4.4) Hg= -2 ,d=1,...,.D
Ng

sendo T4 e [iy a notacéo geral para os respectivos estimadores.

Suponhamos que foi retirada uma amostra aleatéria s, de dimenséo n, de acordo
com um determinado plano de sondagem. Seja sq 0 conjunto dos elementos de s

que intersectam o dominio Uy, i.e.,
(345) Sg=Sn Ud ,d=1,...,D

e seja ng a dimensdo amostral de sy. Tem-se, entao:

D
(3.46) s=Jsq
d=1

96



D
(3.4.7) n=>ng
d=1

Observe-se que nq € aleatorio e, por vezes, esta dimensdo amostral € extremamente
reduzida. Assume-se aqui que a probabilidade de sy ter dimensdo nula é

negligenciavel.
Considerando a variavel indicatriz:

1 seillUy
(348) ﬂiDUd = .
0 caso contrario

verifica-se que a dimensdo amostral do dominio pode ser expressa como:
(3.4.9) Ng = 2y Ty, Tios = X u, Tios
onde, 1li;s € a variavel indicatriz usual (variavel de Cornfield, c.f. seccao 2.2.5).

Desta forma, para um determinado plano de sondagem, com probabilidades de

incluséo 1, 0 valor esperado da dimensdo amostral de sq €:
(3.4.10)  E(ng) =Xy Tny, =2y, T

Verifica-se assim que as probabilidades de inclusdo, definidas pelo plano de
sondagem adoptado, sdo fundamentais para aquilo que se espera obter em termos

da dimensdo amostral do dominio.

3.4.2 Alguns métodos de estimag¢do em dominios

O objectivo desta seccdo é apresentar os estimadores usuais do total (3.4.3) e da
média (3.4.4) de um determinado dominio Uy da populagdo, para um plano de
sondagem genérico e para o caso particular de um plano de sondagem aleatéria

estratificada.

De um modo geral, a dimensédo do dominio Uy na populacéo é desconhecida. Neste

caso, um estimador centrado do total de Uq € 0 estimador de Horvitz-Thompson:
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(3411) gz YU
iDsdT[i

Observe-se que, utilizando a variavel indicatriz ﬂiDUd, definida por (3.4.8), se pode

definir:

y; seilUy

(3.4.12)  yai=VYilloy, = -
0 caso contrario

e, portanto, o total do dominio Uy pode ser escrito como
(34.13) 14= Zuydi

e o estimador (3.4.11) vem equivalente a

A Ydi
(3.4.14) ity = ZS%

Assim, a demonstracdo das propriedades do estimador (3.4.11) (e de outros
estimadores em dominios, baseados no estimador de Horvitz-Thompson) séo
imediatas®, quando se considera o caso geral do estimador de Horvitz-Thompson
(veja-se a seccao 2.6.1) e se toma como variavel de estudo, a variavel de interesse

no dominio, Yq4, que toma na populacao U os valores yg, dados por (3.4.12).

Utilizando a notacdo apresentada na seccéo 2.6.1, verifica-se entdo que a variancia

de T4, € dada por

C yiYi
(34.15)  V(igy) = ZZUdA” T,

e € estimada sem enviesamento por

! Note-se gue a utilizacao da variavel indicatriz ﬂmud resolve o problema da aleatoriedade da

dimensédo amostral nos dominios.
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Yj
(3.4.16) V(Tdn) - ZZSd T[” 1){[: HJ
i

Quanto a estimacdo da média do dominio Uy, se a sua dimensdo Ny for
desconhecida entdo o pardmetro de interesse € um quociente entre duas
quantidades desconhecidas (Mg = T¢/Ng). NO entanto, supondo que ng=1, Sarndal,
Swensson e Wretman (1992, p. 391) referem que, ainda que se conheca o valor de

Ng, dever-se-a utilizar sempre o estimador desse quociente (c. f. seccdo 3.3.1):

3417) fg= =AU
Ng ifs, Tl
onde,
- 1
(3.4.18) Ny = ZS —

O estimador (3.4.17) é designado na literatura por “weighted domain sample

mean”. Pelos resultados apresentados na secgéo 3.3.1.1, € imediato que [iy € um

estimador aproximadamente ndo enviesado e a variancia aproximada é

A 1 —Hq ¥Yj "Hd
(3.419)  AV(jy) = N_zzzud Aii R
d

sendo o respectivo estimador dado por

~ Yj—Hqg
34200 V(ig)= i Yi~HaYi"Hd
( ) N ZZZSdn, T, T,

Quando a dimensdo do dominio na populagdo € conhecida, Sarndal, Swensson e
Wretman (1992, p. 391) referem que, o estimador a utilizar para estimar o total

desse dominio é
(3421) de = Nd []'d
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onde, (i € o estimador "wheighted domain sample mean” dado por (3.4.17). Ou

seja,

(3.4.22) g, = -2 zy'
Ndled

com Nd dado pela expresséo (3.4.18).

Pelos resultados (3.4.19) e (3.4.20) e considerando, naturalmente, a forma do

estimador (3.4.22), conclui-se que a sua variancia aproximada é

(3.4.23) AV(ta) = 33, B _“d Yi“Hd

T

e pode ser estimada por

(3.4.24)  V(ig, :( JZZ Bij yi —Rg udyj A

No Quadro 3.4.1 apresenta-se um resumo das propriedades do estimador usual de

T¢ (Horvitz-Thompson) e, no Quadro 3.4.2, um resumo das propriedades dos

estimadores de 14 € [y (Weighted domain sample mean).

Na seccdo seguinte, apresentam-se os estimadores de dominios para um plano de

sondagem aleatoria estratificada (SASSR nos estratos).

resultados

referentes ao plano de sondagem aleat6ria simples sem reposi¢do encontram-se no

Anexo 2, seccdo A2.3.2.
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Quadro 3.4.1 — Propriedades do estimador usual de 14 (Horvitz-Thompson)

Estimacé&o do total do dominio Uy

zyl

|Dsd

E(Tgr) = Td

Yi
V(TdT[) - ZZUd |J yl =L

Yj
) = T, 5 ie ;

E( \A/(fdn) ) =V(14)

Quadro 3.4.2 — Propriedades dos estimadores de 14 € |y
(weighted domain sample mean)

Estimacdo da média do dominio Uy

- g stﬂi
Hg = N 1
d stﬁ

Yi “Hg ¥j "Hd

- 1
AV = — A
(Ha) Nd2 Zsz [ Ty T;

g

. Y]
V (fig) Zz u yln.ud JT[.

Sd TG i i

Estimacéo do total do dominio Uy

% Nd Zy|

Nd |Dsd

le yJ Mg

AV(tg4y) = ZZU ” - —

j
_ [N
N

<>

]

2
d Djjyi—fig ¥j ~Pa
| T, Ancbelis
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3.4.2.1 Estimacdo em dominios numa sondagem aleatdria estratificada

Os resultados apresentados nesta seccao referem-se ao caso em que foi utilizado
um plano de sondagem aleatéria estratificada tal que, em cada estrato h

(h =1, ..., H), foi utilizado um plano de sondagem aleatdria simples sem reposicao.

Neste caso, o dominio Uy podera atravessar os estratos definidos a priori, sendo,

portanto, necessario definir alguma notacéo adicional.

Seja Uy, 0 conjunto de elementos da populacdo da célula (d, h), definida pela
interseccado do estrato inicial h com o dominio Ug, € seja Ngn 0 nUmero de elementos

de Ugn. O nimero de elementos do dominio Uy ha populagéo é entdo dado por:
H
(3.4.25)  Na= D Ngp
h=1

O total e a média da variavel de interesse Y no dominio Uy da populagdo séo,

respectivamente:

H
(3.426)  Ta= ) Ngnhgn

h=1
e
& N
(3.4.27) = ZN—Hdh
h=1 'd

onde, Ygn € a média da populagédo em Ugp,.

Seja sqn 0 conjunto de elementos da amostra que intersectam Ug,. A dimenséo,

aleatoria, de sq, denota-se por ngp.

Para este plano de sondagem, se Ny for desconhecido, dever-se-a utilizar o

estimador de Horvitz-Thompson apresentado em (3.4.11), i.e.,
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(34.28)  tgp, Z N D

=1"h i0sg

A variancia de de%t e o estimador de V(fdnSt ) séo, respectivamente:
r r

(3.4.29)

Vit )= 3N 2(1 1] Y i) N [1 N‘”‘Ju :
drg, ) = h o N i ~Hdh dh|+~ . [Hdh
B pm T e N N, =2 N

(3.4.30)

v i 2/ 1 1 3 _Nan 2
Tstr = N, Nh n, -1 ot P Sdh N, sdh

onde,

_ 1
(3431) Yo, = — Dy,

iOsg4p
Os resultados (3.4.29) e (3.4.30) obtém-se a partir de (3.4.15) e de (3.4.16),
respectivamente. Veja-se a demonstracéo detalhada de (3.4.30) no Anexo 2, secgéo

A2.3.1 (a demonstracao de (3.4.29) é analoga).

Para este plano de sondagem, o estimador (3.4.17) da média do dominio Uy é entéo

dado por:

1 SN,
(3432 fig = mhzlE_DZyi

onde, Ny/n,, é 0 peso do estrato h (c. f. seccdo 2.6) e

(3433) Nd = z—ndh
h=1"h

103



Naturalmente, ﬁdt € um estimador enviesado da média do dominio g, apesar de,
str

como refere Gomes (1998, p. 123),

(34.34) ¥, = Zy,

hiOsgp,

ser um estimador aproximadamente centrado de pg,. Por outro lado, este autor
observa ainda que o enviesamento serd tanto menor quanto mais semelhantes
forem as médias, da variavel de interesse no dominio, de estrato para estrato, visto

gue o enviesamento é nulo se g = Ug, Oh.

As expressodes da variancia aproximada de ﬁdt e do respectivo estimador podem
str

ser derivadas a partir dos resultados referentes ao estimador combinado do
quociente apresentados na secgdo 3.3.2.1 (para mais detalhes veja-se Cochran
1977). Essas expressdoes podem também ser deduzidas, para este plano de

sondagem, através de (3.4.19) e (3.4.20), respectivamente:

(3.4.35)

AV(fAg,, ) = Nii : 1;:h Nhl—l i%h (Vi ~1an)? +Ndh(1‘|:l\%J(Udh ~Hg)?

(3.4.36)

V(@ Ay )™ NE: 2:I.n : Ny 1—1 Z (y ysdh) ndh( dhJ(ysdh ~Ha,,
Ng“ h=1 h i0S gn Mh

onde, Nd é dado por (3.4.33), ysdh € a média da variavel Y em sy, € dada por

(3434) e frn = np/Np.

A demonstragédo detalhada do resultado (3.4.36) encontra-se no Anexo 2, seccao

A2.3.1 (a demonstracao de (3.4.35) é analoga).

O termo (Vsdh —ﬂdstr )2 representa a contribuicdo das diferencas inter-estratos das

médias do dominio. Quanto maiores forem as diferengas entre 0s Hqn, de estrato
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para estrato, maior serd o ganho de precisdo da estratificacdo relativamente a
sondagem aleatéria simples. No entanto, como j& foi referido, as diferencas entre as
médias da populacdo em Uy, acentuam o enviesamento do estimador, pelo que,
para reduzir esse efeito, o dominio devera ter uma dimenséo razodvel em cada

estrato.

Ou seja, tal como Durbin (1958, citado por Sarndal, Swensson e Wretman 1992,
p. 394) também observou, quando se pretendem estimativas para pequenos
dominios da populacéo, os ganhos de eficiéncia da estratificacdo perdem-se, dado
que o enviesamento é reduzido apenas quando o dominio cobre uma parte

significativa de cada estrato.

Relativamente a estimacéo do total do dominio Ug, neste plano de sondagem, as
conclusbes sdo imediatas se atendermos aos resultados anteriores. Caso Ny seja

conhecido, atendendo a (3.4.21) e (3.4.32), o estimador proposto é

N
(3437) gy = Z 3y

Stl’
d h=1"h iOsqp

onde Nd é dado por (3.4.33) e, portanto, a expressao (3.4.36) multiplicada por N4

fornece um estimador de AV(1q,,_ ):

(34.38)  V(tgw, )=NeV(Ag, )

str
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3.5 Estimadores de pés-estratificacdo

Como o préprio nome indica, a pds-estratificacdo consiste em estratificar a amostra
depois de esta ter sido recolhida, utilizando informac&o auxiliar que se encontre
disponivel na fase de estimacdo. Naturalmente, tal como nos planos de sondagem
aleatédria estratificada, os pds-estratos devem ser o mais homogéneos possivel e,
portanto, a varidvel que define os pds-estratos devera estar fortemente
correlacionada com as variaveis de interesse. Nos métodos de pés-estratificacao,
assume-se que as dimensdes dos pos-estratos na populac¢do sdo conhecidas. Estes
métodos consistem, entdo, em ajustar 0s pesos iniciais por forma a que a
distribuicdo da amostra reponderada, para certas caracteristicas da populacéo,
esteja de acordo com a distribuicdo conhecida do numero de elementos da

populacdo com essas caracteristicas.

Quando se recorre a duas ou mais variaveis auxiliares para poés-estratificar a
amostra, podem ocorrer duas situacdes. Se a dimensédo de todos os pés-estratos
resultantes (do cruzamento dessas variaveis) for conhecida na populacdo, o
problema reduz-se ao caso em que se utiliza apenas uma variavel de
pés-estratificacdo e, portanto, os métodos de pos-estratificagdo sdo directamente

aplicaveis.

No entanto, tal informacdo nem sempre se encontra disponivel. Por vezes,
dispdem-se apenas das dimensbes marginais na populacdo. Ou seja, a Unica
informacédo auxiliar que existe diz respeito a dimensdo da populacdo nas categorias
definidas por cada uma das variaveis, tomadas isoladamente. Para lidar com este
problema, Deming e Stephan (1940) introduziram um método designado raking ratio.
Posteriormente, Deville e Sarndal (1992) desenvolveram uma familia de estimadores
de calibracdo, onde os pesos iniciais sdo ajustados através de um conjunto de
equacOes de calibracdo. Por forma a que os pesos ajustados se aproximem o mais
possivel dos pesos de inclusdo, é escolhida uma funcéo distancia. Uma extensao
destes métodos, designada generalized raking, deve-se a Deville, Sarndal e Sautory
(1993) *. O método raking ratio proposto por Deming e Stephan constitui um caso

particular destes métodos.

! Para mais detalhes sobre investigacao efectuada recentemente nesta area veja-se Singh e
Mohl (1996), Skinner (1998) e Lundstrom e Sarndal (1999).
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Lazzeroni e Little (1998, p. 61) expressam claramente as razfes que nos levam a

apresentar os estimadores de pés-estratificacdo em mais detalhe:

“Poststratification can reduce bias caused by problems in the sampling
frame or unit nonresponse, and it can also increase the precision of

estimates.”

Lehtonen e Pahkinen (1996, p. 94) referem que, se o0s pos-estratos forem
homogéneos internamente, a particdo da amostra efectuada a posteriori pode
capturar uma grande parte da variancia total da variavel de estudo, resultando numa
diminuicdo da variancia design-based do estimador, i.e. da variancia introduzida pelo
desenho da amostra. Holt e Smith (1979, p. 34) apontam um ponto fraco 6bvio deste
procedimento que é a falta de controlo sobre a localizagdo da amostra que, em
circunstancias extremas pode conduzir a estratos de dimenséao nula.

Outra vantagem dos métodos de pos-estratificacdo € que estes podem ser
adaptados ao tratamento de outliers desde que seja possivel ponderar o0s

pos-estratos da populacéo que contém os individuos atipicos (Gomes, 1998, p. 90).

Na seccdo seguinte apresentam-se referéncias bibliograficas relevantes sobre
algumas abordagens a pés-estratificacdo e o estimador de pds-estratificacdo, para
um plano de sondagem genérico. Nas seccbes 3.5.2 e 3.5.3, respectivamente,
apresentam-se em mais detalhe as situacdes em que foi utilizado um plano de
sondagem aleatoria simples sem reposicdo (SASSR) e um plano de sondagem

aleatéria estratificada (utilizando a SASSR em cada estrato), para retirar a amostra.

3.5.1 Algumas abordagens a pds-estratificacao

A abordagem “classica” da teoria das sondagens, aqui designada por design based,
considera que as caracteristicas da populacdo sdo fixas e que a componente
probabilistica é introduzida quando se adopta um determinado plano de
amostragem. Existe uma outra abordagem, baseada em modelos estatisticos, e que
designaremos por model based. Na inferéncia model based, considera-se que 0s
valores tomados pelos individuos da populacao (Y4, Yo, ..., Yy), relativamente a uma
determinada caracteristica em estudo, correspondem a realizacGes de N variaveis

aleatorias que seguem uma distribui¢cdo conjunta . Um modelo de superpopulacao,
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como usualmente é designado, mais ndo é do que um conjunto de condi¢cdes que
permitem definir a classe de distribuicdes a qual & devera pertencer (Dussaix, 1987,
p. 67).

Existe uma outra abordagem, designada por model-assisted, onde se assume que a
populacdo ndo é realmente gerada pelo modelo &, ao contrario da inferéncia model
based, e que, ndo sendo design based, utiliza também pressupostos do desenho da
amostra, nomeadamente as probabilidades de inclusdo subjacentes ao plano
adoptado. Desta forma, as conclusdes sobre os parametros da populacao finita sdo
independentes das hipoteses formuladas sobre o modelo (Sarndal, Swensson e
Wretman, 1992, p. 227).

A escolha do tipo de inferéncia a utilizar (design based ou model based), no ambito
das sondagens, tem gerado grande controvérsia uma vez que sdo totalmente
distintas e incompativeis. Referéncias mais detalhadas sobre esta questdo podem
ser encontradas em Nathan (1988), Thomsen e Tesfu (1988) e Sarndal, Swensson e
Wretman (1992). Em particular, no que diz respeito aos estimadores de
pés-estratificacéo, veja-se Skinner, Holt e Smith (1989) e Valliant (1993). Para mais
detalhes sobre a abordagem model assisted veja-se Sarndal, Swensson e Wretman
(1992).

Os estimadores de pos-estratificacdo tém, entdo, sido analisados sob diversos
pontos de vista por varios autores, veja-se por exemplo: Hansen, Hurwitz e Madow
(1953a, 1953b); Williams (1962); Holt e Smith (1979); Rao (1985); Sarndal,
Swensson e Wretman (1992); Valliant (1993); Leonard et al. (1994) e Rao (1994).

Existem algumas abordagens recentes as técnicas de pos-estratificacdo que nao se
encontrando no ambito deste trabalho seriam, no entanto, interessantes de
investigar em mais pormenor. Neste contexto, sao de salientar os trabalhos de Little
(1993), Gelman e Little (1997) e Lazzeroni e Little (1998). Little (1993) considera a
pos-estratificacdo através de uma versdo Bayesiana da abordagem model-based;
Gelman e Little (1997) apresentam um modelo de regressao logistica hierarquica
gue é utilizado na obtencdo das estimativas de uma variavel binaria; e Lazzeroni e
Little (1998) utilizam uma abordagem model-based que pressup8e que as médias
dos pés-estratos se distribuem sobre uma linha de regresséo linear e que assume

uma estrutura autoregressiva das covariancias dessas medias.
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Uma vez que estamos especialmente interessados em analisar os estimadores de
poés-estratificagdo para a sondagem aleatéria simples sem reposicdo e para a
sondagem aleatéria estratificada, iremos apresentar de forma abreviada a
abordagem (design-based) considerada por Williams (1962) e Rao (1985), sobre a
forma desses estimadores para um plano de sondagem genérico. Para os planos de
sondagem em andlise, os estimadores resultantes sdo formalmente idénticos ao da
abordagem model-assisted (para mais detalhes veja-se, por exemplo, Sarndal,

Swensson e Wretman 1992).

Suponhamos que, na fase de estimacgdo, se dispde de informacdo auxiliar que
permita dividir a amostra em L pds-estratos. Analogamente a notacéo utilizada para
a sondagem aleatéria estratificada, sejam ny, ..., n; ..., n_ as dimensdes amostrais
dos poés-estratos e s; 0 conjunto dos elementos da amostra que pertencem ao
poés-estrato i (i=1, ..., L). Uma vez que a estratificacdo da amostra é efectuada
depois de esta ter sido recolhida, as dimensGes amostrais dos pds-estratos sao
variaveis aleatorias, contrariamente a amostragem estratificada convencional. Nos
métodos de poés-estratificacdo assume-se, também, que as dimensdes Ny, ...,

N; ..., N_ dos pdés-estratos na populacédo sdo conhecidas.

Para um plano genérico de amostragem, um estimador de pés-estratificacdo do total

da populacéo, T, € dado por:

D>

L .
(3.5.1) tps = D Nj=-
i=1

2>

onde T; e N; séo os usuais estimadores centrados de dominios do total e da

dimensao do i-ésimo pés-estrato, respectivamente.

Ou seja, considerando que cada pés-estrato i (i=1, ..., L) corresponde a um dominio

na populacgéo, pelo resultado (3.4.11) tem-se
a” A _ Yk
3852  f{=tp= > =

e, por (3.4.18),
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- 1

(3.5.3) N; = Zn—
E, portanto, o estimador de pos-estratificagédo (3.5.1) pode ser escrito como:

L
354)  tps = D Ty

i=1
onde, t;, € o estimador do total do dominio dado por (3.4.22):
(355) =~k > oK

Sendo wy = 1/ 0 peso de inclusdo (ou coeficiente de extrapolacdo) do individuo Kk,
subjacente ao desenho da amostra (design-weight), observe-se que o estimador de
pés-estratificacdo do total da populacéo (3.5.1) também pode ser escrito da seguinte

forma:

L
- N;
(3.5.6) Tpg = Z z ,\—Ikak
i=1kCs; i

Esta forma de apresentar o estimador de pos-estratificacdo permite-nos evidenciar o

ajustamento pelo quociente dos pesos iniciais, w.

Para um plano genérico de amostragem, um estimador de pds-estratificacdo de p é

dado, obviamente, por:
.1,
(3.5.7) Hps = N Tps

Nas secc¢lBes seguintes, apresentam-se com mais detalhe os estimadores de
pés-estratificacdo para o plano de sondagem aleatéria simples sem reposicao
(seccao 3.5.2) e para o plano de sondagem aleatéria estratificada, com SASSR em

cada estrato (seccdo 3.5.3).
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3.5.2 Sondagem aleatéria simples sem reposicao

Considere-se uma amostra aleatoria, de dimenséo n, obtida por sondagem aleatoria

simples sem reposicdo (SASSR) de uma populagédo com dimensé&o conhecida N.

Nas condicdes apresentadas anteriormente, o0 algoritmo que se apresenta em
seguida permite obter o estimador de pdés-estratificacdo genérico (3.5.6), para o

plano de sondagem em analise.

1° — Determinar os pesos de inclusédo de cada individuo:

(3.5.8) wy = 1/ = N/n, k=1, ..,n

2° — Pés-estratificar a amostra.

Suponhamos que se obtiveram L pds-estratos com dimensdes
amostrais n; para i=1,..,L. Sejam N; as dimensdes dos
pos-estratos na populacdo e wy 0 peso de inclusdo do individuo k

gue se encontra no pos-estrato i.

(3.5.9) Wi = N/n, i=1, .. L

k pertencente ao pos-estrato i

3° — Calcular os pesos Ni/Ni para cada individuo da amostra.

(3.5.10) N oo N N i=1, .. L
n; n; N nN
D wi ZH 'n
k=1 k=1

k pertencente ao pos-estrato i

4° — Calcular os pesos ajustados.

(3.5.11) —wy = MNi (Ej = n—' , i=1,..,L

k pertencente ao pés-estrato i
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5° — Calcular os estimadores de pos-estratificagdo de T e Y para uma

sondagem aleatdria simples sem reposicéo.

(3.5.12) ps sas — Z Z _yk
i= lsz
L
N 1 N;
(3.5.13) Pos,sas = ﬁ Z __ka
i=1kOs, "'

Conclui-se assim que, para este plano de sondagem, os estimadores resultantes sédo
formalmente idénticos aos estimadores de Horvitz-Thompson para a amostragem
estratificada. Ou seja, a estimativa do total da populacdo obtém-se somando todas
as observacfes da amostra multiplicadas pelos pesos ajustados Ni/n;, isto é, pelos

pesos dos pds-estratos.

Denotando por y; a media amostral no poés-estrato i, o estimador de

pos-estratificacdo da média da populacao, para este plano de sondagem, pode ser

escrito como:

L
. N;
(35.14)  fipssas = ZW
i=1

Apresentando o estimador sob esta forma permite-nos observar que a média em
cada pos-estrato é ponderada pela dimensdo relativa desse pos-estrato ha
populagdo. Desta forma, se uma amostra estiver desequilibrada para algumas
caracteristicas da populacdo, o estimador de poés-estratificacdo corrige este

desequilibrio automaticamente (Holt e Smith, 1979, p. 34).

Relativamente as propriedades deste estimador, o facto de as dimensGes amostrais
nos estratos serem agora variaveis aleatorias, provoca alguma controvérsia sobre a
forma mais adequada para a variancia deste estimador. Em particular, surgem duas

distribuicdes amostrais as quais pode estar associado:
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1. a distribuicdo condicional sobre o vector das dimensdes amostrais nos

estratos efectivamente obtidos na amostra em estudo n = (ny, ..., n.);

2. a distribuicdo ndo condicional determinada por todas as amostras

possiveis de dimenséo fixa n.

No que se refere ao enviesamento, ambas as abordagens conduzem a mesma
conclusdo, ou seja, os estimadores de pos-estratificagdo (3.5.12) e (3.5.13) séo
centrados. Em seguida, demonstra-se esta propriedade e, ainda, os resultados
relativos a variancia do estimador de pds-estratificacdo, para cada uma das

abordagens.

Na abordagem condicional (1), sup8e-se que é possivel reconhecer que a

amostra tem a configuragdo n = (n, ..., n.), definida por L estratos da
populagéo, cujos pesos N/N sdo conhecidos. O conjunto das amostras de

N:
referéncia (de dimensé&o fixa n) € agora o conjunto S,, das |‘| (nI] amostras
i

gue possuem a configuracdo efectiva n, uma vez que a distribuicdo de n é

completamente conhecida. Ou seja, a probabilidade associada a cada amostra

s pertencente a S,, €

N2
(35.15) p(s|n)= ﬂ(n_'J

e corresponde, portanto, a uma amostra aleatoria estratificada (s, ..., Si, ..., SL)
com n; (N=1) a dimenséo dos estratos. Logo, pelos resultados apresentados nha

seccédo 2.5, conclui-se que

(3.5.16) E(fps,sasl r~1) =1

(3.5.17)  E(fipssasl N) =M

e que a variancia condicional ndo é mais do que a variancia usual para

amostras estratificadas sem reposi¢do. Ou seja, considerando uma notagao
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analoga a utilizada para a sondagem aleatoria estratificada (veja-se a secc¢ao

2.5) obtém-se:

L 2
- n \S:
(35.18)  V(fpsensin) = ZNiz(l——']—'

L 2 2
N n\S:
(35.19) V(i |n):2[_lj (1_ I] i
ps,sas |’ - N N )
desde que todos os n; >1.

Naturalmente, desde que todos o0s n;>1, os estimadores da variancia

condicional de Tpq sa5 € fps sas S0, respectivamente:
(35.20)  V(fpssasIn)= D N[ 1-— |-
~ i N; )

) L (N2 2
(3521)  V(fpssasin) = z(ﬁlj (1_W|Jn_l

i=1

Sarndal, Swensson e Wretman (1992, p. 288) salientam o facto de

n.
1 < — , - ,
s? = 1Z(yik —yi)2 ser um estimador condicionalmente centrado relativamente
T k=1

N

N
as?= 3 (Vi ~mp)2.
Ni-13

Relativamente & abordagem néo condicional (2), ha agora que considerar dois

niveis de aleatoriedade:
a introduzida pelas dimens6es amostrais dos pos-estratos (n);

a introduzida pelo plano de sondagem adoptado para seleccionar

0s elementos da amostra.
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Em termos de calculo do valor esperado e da variancia considera-se, entéo,
primeiro que as dimensbes n; sdo fixas e, em seguida, introduz-se a

aleatoriedade dos n;. Esquematicamente:

(3522)  E()= Eq[E(In)]
(3.5.23) V()= VQ [ECIn)]+ EQ[V(-IQ)]

Assim, o resultado (3.5.16) permite-nos obter o valor esperado ndo condicional

do estimador de pés-estratificacdo do total da populacéo:
(3524)  E(Tpssas) = EnlE(Tpssasl M= Eq() =T
Analogamente, tem-se:
(35.25)  E(fipssas) = M

Quanto ao calculo da variancia ndo condicional (2), antes de mais, observe-se

que

(3.5.26) Vrj [E(fps,sasm)] = Vrj (=0

e, portanto, por (3.5.23),

(3527)  V(tpssas) = EnlV(Tps sasIn)]

Logo, por (3.5.18), conclui-se que a variancia ndo condicional de fps,sas se

obtém através de

) ool (1) 1.2
(35.28)  V(Tpgsas) = ;Ni E(EJ_NT S
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Supondo que a probabilidade de n=0 é negligenciavel (0i=1, ..., L), obtém-se
através da expansao em série de Taylor de 1/n; a seguinte aproximacao para

E(1/n) (Sarndal, Swensson e Wretman, 1992, p. 286):

(3.5.29) E(i] 2 L) V)
nj EM)|  EMm)?

Dado que a dimens&o amostral n; € uma variavel aleatéria com distribuicdo

L

N;
Hipergeométrica H(N, n, —') tal que Zn =n, tem-se:
i=1

_ N
(3.5.30) E(ni)—nﬁ

N-n _N; [\
3.5.31 V(n)= —— n—(1- -
(3531) V()= —nr(@- )
Logo, se n for suficientemente elevado (e N=N-1) e se a probabilidade de n=0

€ negligenciavel, conclui-se:

1 1 @-f)1-N,/N)
(3.5.32) E(n—i] = 1 N
n— n—
N N

com f = n/N.

Substituindo a aproximacéo (3.5.32) em (3.5.28), obtém-se

(35.33)  V(fpssas) = ZT N

L N{ , -hHa- N/N)} ZN 57

Simplificando esta expresséo, tem-se:

™-
=
%)

L
2 1-f N 2 _
D
i=

(35.34)  V(fpssas) = (1—1]
f i=1
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Conclui-se entdo que a variancia ndo condicional de g g55 € de [lgg a5 €

respectivamente,

L L
A Cpl-f N 1-f N,
(3535)  V(fpsas) = N°=— ZW'SF + NP == Z(l‘ﬁlj S’

i=1 n i=1

(35.36)  V(fpssas) =

I Mr—

L
N_ : 1;1: Z(l_ijZ
2
N n® izt N

Hansen, Hurwitz, e Madow (1953a, p. 232) defendem a utilizacdo da variancia

n&o condicional (3.5.35), com S? estimado por s*:
~ A 2 1_f L N| 2 1 f
(35.37)  V(fpssas)=N — zﬁsi + N?=—— z
i=1

supondo que n; = 2 para cada pés-estrato i.

Naturalmente, o respectivo estimador para a variancia ndo condicional de

Mps,sas € Nas mesmas condicoes:

(35.38)  V(flpssas) = V (Tpssas)/ N’

Holt e Smith (1979) apresentam uma discussdo detalhada sobre a abordagem
condicional e ndo condicional. As suas conclusfes sdo a favor da primeira quando
se pretende fazer inferéncias depois da amostra ter sido retirada, e a favor da

segunda apenas no momento da definicdo da amostra.
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Little (1993, p. 1003) chama atenc¢édo para o facto de que a diferenca entre (3.5.18) e
3.5.35 é de ordem n? e portanto ndo é crucial quando se consideram amostras
grandes. Num estudo conduzido por Djerf (1997) verificou-se que a diferenca entre
as estimativas condicionadas e ndo condicionadas era de facto negligenciavel. No
entanto, com muitos pés-estratos e estimativas para sub-dominios da populagéo, a

diferenca podera nédo ser negligenciavel.

Observe-se ainda que na expressao da variancia ndo condicional (3.5.35), o primeiro
termo corresponde a variancia do estimador de 1 para um plano de amostragem
estratificada proporcional (c.f. resultado (2.5.29)). Assim, uma vez que o0 segundo
termo € de ordem n?, podemos concluir que a SASSR com poés-estratificacdo é
guase tao eficiente como a sondagem estratificada proporcional, quando a amostra

é suficientemente grande®.

E ainda de salientar que, o facto de S? surgir em ambas as parcelas da expressao
da variancia ndo condicional (3.5.35), nos leva mais uma vez a concluir que os

pos-estratos devem ser o mais homogéneos possivel.

3.5.2.1 Pos-estratos de dimensao inferior a dois

Observe-se que se n=0 para algum i, entdo nenhuma das variancias pode ser
aplicada directamente. Rao (1985) refere que se n=1 para algum i, entdo ndo é

possivel obter um estimador da variancia centrado condicionalmente.

Se ocorrer n=0 para algum i, o estimador de pds-estratificacao (3.5.14) reduz-se a:
(35.39)  fipssas= 2. Wiyi

onde Y’ denota o somatério sobre todos os pos-estratos com nz0.

Rao (1985, p. 21) refere que o estimador (3.5.39) é enviesado quer se considere a
abordagem condicional quer a ndo condicional, podendo conduzir a uma séria

subestimacao do verdadeiro valor de L.

! Cochran (1977, p. 134) refere que se devera ter n;>20, [i.
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Um método muito utilizado para superar estas dificuldades consiste em agrupar
estratos semelhantes (method of collapsing strata) por forma a garantir que n>0
para qualquer i no conjunto reduzido dos pés-estratos. Varios autores tém procurado
desenvolver técnicas que permitam decidir quando e como se devem agrupar os
estratos, veja-se por exemplo Little (1993) e os autores citados por Lazzeroni e
Little (1998): Tremblay (1986) e Kalton e Maligalig (1991).

Fuller (1966) propde varios estimadores, na perspectiva ndo condicional, para o
caso particular em que se consideram apenas dois poés-estratos e ilustra um
procedimento que permite generalizar esses resultados para qualquer numero de

estratos.

Rao (1985) faz uma analise bastante detalhada sobre o problema da existéncia de
pos-estratos de dimensdo amostral nula, apresentando diversos estimadores de
pos-estratificacdo, entre 0s quais cita alguns estimadores propostos por Doss et al.
(1979). Da discussdo apresentada por Rao (1985) é de salientar a abordagem que

passamos a expor.

Suponhamos que se dispde de informacéo relativa a uma variavel auxiliar X cujas

médias de todos os poés-estratos na populacéo, Yi, sdo conhecidas e estéo

linearmente relacionadas com as respectivas médias Y, da variavel de interesse.

Neste caso, € possivel ajustar um modelo de regressao linear as médias observadas
7 . — PRt ~ <5 —%*

nos pos-estratos amostrais y; e prever a média da populagdo Y, (Yj) nos

pés-estratos de dimensao nula:
(3.5.40) . = a+pX,
onde & e G sao estimados por minimos quadrados ordinarios.

Obtém-se assim outro estimador de pds-estratificacdo de :

*

. " Nj _ '
(85.41)  fygcas = z W‘yi + Z

z |_2
<

onde >.” denota o0 somatorio sobre todos os pds-estratos com n;=0.

119



Segundo Rao (1985, p. 22) este estimador deverd ter boas propriedades

condicionais se o modelo de regresséao ajustado for adequado.

3.5.2.2 Efeito de erros nas dimensdes dos pds-estratos

Tal como sucede na sondagem aleatéria estratificada (veja-se a secc¢do 2.5.4), os
estimadores de pdés-estratificacdo correm o risco de enviesamento se o valor
conhecido para a dimensao relativa de cada pés-estrato nao for fiavel.

Suponhamos entdo que os valores exactos das frequéncias associadas aos

poés-estratos sdo N/N mas que se conhecem apenas as quantidades aproximadas
Noi/No. Entdo, o estimador (3.5.14) € dado por:

L
(3.5.42) ﬂps,saso ZN_O
i=1

em vez de

. N _
(3.5.43) Fps,sas = N —Lyi

i=1

O enviesamento do estimador (3.5.14), B({lyssas), € facilmente determinado se

atendermos a que:

L N )
(35.44)  fipssas, ~ Apssas = Z( 0 __.}_
N L

L
" _ Noi Nj L —
3.5.46 B = — —— E(y;
(35.46)  B(fips sas) i§:l(N0 N](y)
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Este resultado permite-nos concluir que o enviesamento permanece constante a
medida que a dimensdo da amostra aumenta, perdendo-se assim o ganho de
precisdo da pds-estratificacdo que se obteria relativamente a SASSR quando a

amostra € grande.

3.5.3 Sondagem aleatéria estratificada

Seja U a populacdo em estudo de dimensdo N conhecida. Suponhamos que foi
retirada de U uma amostra aleatéria s, de dimensdo n, através de um plano de
sondagem aleatéria estratificada, s = (sy, ..., Sn, ..., SH), N0 qual foi utilizada a

sondagem aleatoria simples sem reposi¢éo (SASSR) em cada estrato.

Suponhamos que, na fase de estimacdo, se dispde de informacdo auxiliar que
permita dividir a amostra s em L pds-estratos, definidos por forma a que sejam o
mais homogéneos possivel. Como se referiu anteriormente, supfe-se que as

dimensdes dos pds-estratos na populacéo sdo conhecidas.

Neste caso, os estratos iniciais podem cruzar os pos-estratos’ e, portanto, as
dimensdes amostrais resultantes da interseccdo dos estratos iniciais com o0s

pés-estratos sao aleatérias.

A pés-estratificacdo de uma amostra obtida através de uma sondagem estratificada
pode colocar-se quando os estratos iniciais foram definidos, por exemplo, por razdes
de ordem operacional, tendo pouco poder explicativo, e existe uma variavel auxiliar,
fortemente relacionada com a variavel de estudo Y, que permita efectuar a

pés-estratificacdo.

Antes de apresentarmos o estimador de pos-estratificagdo genérico (3.5.1), para o

plano de sondagem em analise, vamos considerar alguma notacéo adicional:

N., — dimenséo do estrato inicial h na populagdo (h =1, ..., H)

Ni. - dimensédo do pds-estrato i na populacéo (i=1, ..., L)

! Dependendo da forma como os estratos iniciais e 0s pos-estratos se relacionam, Sarndal,
Swensson e Wretman (1992) consideram quatro situacdes que podem ocorrer e apresentam

algumas solucdes na abordagem model-assisted.
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Sih

namero de elementos da amostra pertencentes ao estrato
inicialh (h =1, ..., H)

conjunto de elementos da amostra que pertencem
simultaneamente ao estrato inicial h (h = 1, ..., H) e ao

poés-estratoi(i=1, ..., L)

dimensao (aleatoria) de sy,

Como vimos, o estimador de pds-estratificacdo genérico (3.5.1) pode ser escrito

como:

(3.5.47)

onde,

(3.5.48)

(35.49) N, =

considerando-se que cada pés-estrato i (i=1, ..., L) corresponde a um dominio na

populacgéao.

Assim, com a devida adaptacdo da notacdo, pelo resultado (3.4.37) verifica-se que

para uma sondagem aleatoria estratificada (com SASSR em cada estrato) o

estimador (3.5.48) é dado por:

(35.50) 1,
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onde,

H

. N
(3551) N = zn°hnh
eh

E, portanto, o estimador de pds-estratificacéo de 1, para este plano de sondagem,

€ dado por:

L N
(35.52)  fpesy = Z N z -h > vk

i=1Nie p=1"eh KOsy,
com Ni, dado por (3.5.51).

Este estimador pode também ser escrito sob a forma

(3.5.83)  Tpsstr = z Z

i=1h=1kOsy,

Z>

permitindo, portanto, evidenciar o ajustamento dos pesos iniciais pelo quociente
Ni. /Ni,. Assim, o algoritmo apresentado na seccao 3.5.2, devidamente adaptado,

fornece uma forma simples de implementar o estimador (3.5.52).

Naturalmente, uma vez que stzfps IN, o estimador de poOs-estratificacéo de p\,

para este plano de sondagem, é dado por:

1N SN,
(3.5.54) “psstr:NZ Z : Zyk

Rao (1985) apresenta um caso particular do estimador fps,str em que se consideram

apenas H=2 estratos iniciais e L=2 pos-estratos, com o objectivo de ilustrar como é
dificil investigar as propriedades condicionais do estimador (3.5.1) numa sondagem
complexa. Mesmo para esta situagdo simples, Rao (1985) mostra que o valor

esperado do estimador (3.5.1), i.e. o valor esperado do estimador (3.5.52),
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condicionado sobre as dimens@es amostrais observadas nos poés-estratos (ni., ny.)

nao é tratavel na abordagem condicional.

Williams (1962) sugeriu um estimador da varidncia do estimador de
pés-estratificacdo genérico (3.5.1) que ndo revela boas propriedades na abordagem
condicional, mesmo no caso em que o desenho da amostra corresponde a um plano
SASSR, tal como demonstra Rao (1985). Este autor, propde um estimador
alternativo que, como veremos, pode ser preferivel tanto na abordagem condicional,

como nao condicional.

Denote-se por \7(fn) =v(yx) a funcdo que define o estimador da variancia do

estimador usual de 1. Ou seja, no caso da SASSR, v(yx) é dada por (c.f. seccao
2.3.2):

2

(35.55)  v(y) = N1 —f)sT = V(t, )

onde,

1 2
(3556)  §*=—— 3> (yx-Y)
n kOs

e, para a sondagem aleatoria estratificada sem reposi¢céo, tem-se, com a devida

adaptagdo de notacéo (c.f. secgéo 2.5.2):

H of 1 2~
(3.5.57) V() = Y N.p (n___JSh = V()
h=1

onde,

2 1 _ .2
(3558) sp=_——— Dk =Yn)
Meh = ks,

O estimador da variancia de ipg proposto por Rao (1985), para um plano de

sondagem genérico, e que denotar-se-a por \7ra0 (fps), € dado por:
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(3.5.59)  Viao(tps) = v(z)

onde, v(zy) se obtém a partir de Y, (1) substituindo-se y; por:

N 1 N _
(35.60)  z= > <M(Vie— =-Thas) = D= (Vi — i Thes)
i Ni N i Ni

com,

1 se k pertence ao pos —estrato i

(3.5.61) ﬂkgsi = { .
0 caso contrario

Yk Se k pertence ao pos —estrato i

(3.5.62) Y=Y« ﬂszi = { L.
0 caso contrario

e ﬁi:fi/Ni sendo T; e Ni dados, respectivamente, por (3.5.2) e (3.5.3).

Uma vez que as propriedades deste estimador sdo, também, dificeis de investigar,

considere-se o caso mais simples do plano SASSR. Neste caso, tem-se:

A _ Yk _ N .
3.5.63 T = == = — , =1,..L
( ) i z T[k z n yk I
kOs; kOs;
@564 N=3YL=yN-,N =1, .. L
KOs Tk KOs, | n
e, portanto,
PO 1 .
(3565) “I:TI/NI = — yk , 1= 1, , L
i kOs

Ou seja, [1; € a média amostral no pos-estrato i e denotar-se-a por y, .
|
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Utilizando-se estes resultados e substituindo-se y, por zx (dado por (3.5.60)) na

expressdo do estimador da variancia de 1 i.e. em (3.5.55), conclui-se* que o

Tsas '’

estimador da variancia de Tps,sas Proposto por Rao (1985) é

L 2

9 A 2 n n—-1s;
(3'5'66) Vrao (Tps,sas) = (1 - f) ZNi _I—n_l
i=1

n-1n n

onde, f=n/Ne

2 1 _ .2
(3567) Si = ——= > (Yk~Vs)
n; _1szi

Observe-se que se utilizarmos a aproximacao

3568 ——
( ) T

o estimador (3.5.66) vem dado por

L 2
~ R 2 S;

(3569)  Viao(Tpssas) = (1= PN~
<5y

e, portanto, estd aproximadamente de acordo com o estimador que se obteve na

abordagem condicional, (3.5.20):

L 2

~ n: \s:
(35.70)  V(fpssas | N)= DN 1-—1 |12
- i N; ) n;

Note-se que se substituirmos (1 — ni/N;) pelo seu valor médio (1 — n/N) em (3.5.70),
ou se ignorarmos estas correc¢des para populacdo finita, obtém-se o estimador
(3.5.69).

LA demonstracdo detalhada deste resultado encontra-se no Anexo 2, sec¢éo A2.4.
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Conclui-se, assim, que o estimador (3.5.59) conduz a um estimador da variancia
condicionalmente valido, dadas as dimensdes amostrais dos pds-estratos
(Rao 1985, 1994). Sarndal, Swensson e Wretman (1989, citados por Rao, 1994)
justificam também o estimador (3.5.59) nhuma abordagem model-assisted adequada

a planos de sondagem com uma etapa.

Assim, é de esperar que para planos de sondagem complexos o estimador (3.5.59)

tenha também boas propriedades condicionais.

No caso da sondagem aleatoria estratificada sem reposicao, por (3.5.52) e (3.5.51),

obtém-se, respectivamente:

H
R N. ,
3571) f=>—"" >y, i=1, .., L

- HONL
(35.72) N, = hz_:n.h Ny i=1,..,L

=1

e, portanto, denotando-se [i; por ﬂit , ho caso do plano de sondagem em andlise,
Str

tem-se,

_ 1
(3573) uis = N_

Utilizando-se estes resultados e substituindo-se yy por z¢ (dado por (3.5.60)) na

expressdo do estimador da variancia de i i.e. em (3.5.57), conclui-se' que o

Ty’

estimador da variancia de fps,str proposto por Rao (1985) é dado por

(35.74)  Vigo(Tpsstr) =

L (n, )2 H
Z{EI J ZN'Zh(nl - Nth n hl—l[ z(yk _ysih )* + (1~ n"‘/n‘h)(ysih ~Hig, )2]

kOs;,

LA demonstracdo detalhada deste resultado encontra-se no Anexo 2, sec¢éo A2.4.
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onde Ni, e ﬁistr sdo dados, respectivamente, por (3.5.72) e (3.5.73) e ysih € a média
amostral dos elementos que pertencem simultaneamente ao estrato inicial h e ao
pds-estrato i, ou seja,

—_ 1
(3575 Vs, = — DV«
ih ks,

Naturalmente, para estimar a variancia dos estimadores é necesséario que ny>1 em
todos os pos-estratos i (i=1, ..., L). Caso algum dos poés-estratos tenha dimenséo

inferior a dois, poder-se-a utilizar um dos métodos referidos na seccéo 3.5.2.1.

E de esperar que, para amostras grandes tais que o0s poOs-estratos tém uma
dimensdo razoavel em cada estrato inicial, o estimador (3.5.74) seja um bom

estimador de T, 5, ha abordagem condicional.

Alternativamente ao estimador proposto por Rao (1985), poder-se-do considerar
métodos de re-amostragem (resampling), como o Bootstrap, para se estimar a

variancia de No entanto, como ja foi referido, também esta area necessita

ps,str

ainda de alguma investigacao teorica.
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3.6 Estimacao na presenca de néo respostas

Um problema da maioria das sondagens consiste na falta de obtencéo, total ou
parcial, de resposta aos questiondrios. A ndo resposta total (ou unit nonresponse)
ocorre quando ha auséncia total de resposta ao questionario. Esta situacao pode
surgir, por exemplo, quando ndo é possivel contactar a pessoa seleccionada para a
amostra, ou quando esta se recusa a responder, ou quando se perdem
guestionarios. A ndo resposta parcial (ou item nonresponse) ocorre quando ha

auséncia de resposta apenas para uma parte do questionario.

Na presenca de ndo respostas os estimadores usuais sdo enviesados, como se
ilustra em seguida, através de um exemplo muito simples. Uma discusséo detalhada
sobre os efeitos estatisticos da ndo resposta pode ser obtida em Lessler e Kalsbeek
(1992).

Suponhamos que a populagdo U, de dimensdo N, pode ser dividida em duas
sub-populagdes: seja U; a sub-populagédo, de dimensédo N;, correspondente aos
elementos para os quais se obteria resposta se fossem seleccionados para a
amostra; e seja Ug a sub-populacéo, de dimenséo N,, correspondente aos elementos
de U para os quais ndo se obteria resposta se fossem seleccionados para a

amostra.

Por uma questdo de simplicidade, suponhamos que foi utilizado um plano SASSR
para recolher a amostra s de dimensao n = n; + ny; sendo n; 0 nimero (aleatério) de
respondentes da amostra e no 0 nUmero de ndo respondentes. Denotando por |, e

Ho @ média da populacdo em U; e Uy, respectivamente, tem-se:

N, N
(36.1) =t pp= Wlul +W0“0

O estimador usual da média da populagédo é a média amostral. Neste caso, a média

dos néo respondentes na amostra (y,) néo € conhecida e, portanto, ao utilizar-se a

média dos respondentes (y;) como estimador de y, verifica-se que:

(3.6.2) E(y1) = Enl[E(yl | n1)] = Enl(Hl) = H
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e que o enviesamento de y; € dado por

_ _ N N N
(36:3)  B(Y)=E(V1) =M= — W = pa = (S HHg +=FHo) = (W = o)

Verifica-se, neste caso, que ainda que a taxa de nao resposta (N¢/N) seja elevada, o
enviesamento serd pequeno se a média dos respondentes for proxima da média dos
ndo respondentes. Naturalmente, uma vez que a amostra ndo fornece informacéo
sobre |, 0 enviesamento e, consequentemente, o erro quadratico médio, ndo podem

ser estimados, a menos que haja outra fonte de informacéo.

Existem diversos métodos que permitem lidar com o problema da néo resposta,
tanto na fase de planeamento e recolha dos dados, como na fase de estimacao.
Como se referiu anteriormente, os métodos de poés-estratificacdo permitem, ndo sé
lidar com os problemas das bases de sondagem, mas também lidar com o problema
das ndo respostas. A abordagem a outros métodos encontra-se fora do ambito deste
trabalho. Referéncias bibliogréficas relevantes sobre os mesmos podem ser obtidas
em Lessler e Kalsbeek (1992) e Azevedo (1999).

Os estimadores de pos-estratificagdo inserem-se numa classe de métodos de
tratamento de ndo respostas usualmente designados por métodos de
recomposi¢cdo ou métodos de ajustamento. Estes procedimentos consistem em
reponderar a amostra, i.e. ajustar os pesos de incluséo, por forma a que 0s pesos

ajustados tenham em consideragao as ndo respostas.

De um modo geral, estes métodos sdo utilizados no tratamento das ndo respostas
totais. Podem também ser utilizados no caso das ndo respostas parciais apesar de
exigirem mais trabalho, uma vez que é necessario calcular diferentes ponderadores

para as diferentes variaveis de interesse.

Na seccado 3.6.1 faz-se uma breve introducdo as técnicas de ajustamento das nao
respostas e, na seccdo 3.6.2, apresenta-se o0 método de ajustamento por
ponderacdo em classes. Este método esta estreitamente relacionado com os

métodos de pds-estratificacdo que se apresentam na secc¢do 3.6.3.
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3.6.1 Introducédo aos métodos de ajustamento das néo respostas

Considere-se, mais uma vez, a populacdo U, de dimensdo N, dividida em duas
sub-populacdes, U; e Uy, nas condigbes definidas anteriormente; ou seja, U
corresponde a sub-populagdo dos potenciais respondentes e Uy corresponde a
sub-populacdo dos potenciais ndo respondentes. No que se segue, utiliza-se o
indice 1 para designar os elementos respondentes (na populacdo ou na amostra) e o
indice O (zero) para designar os elementos ndo respondentes (na populagdo ou na

amostra).

Um conceito fundamental, para os métodos de ajustamento, € o de probabilidade

de resposta, que se denota por p, € é dado por
(364) Pk = P(ﬂkDU]_ = 1) ) k=12,...,N
onde,

1 sekOU,

(365) ﬂkDUl =
0 sekOU,

Seja wy = 1/t 0 peso de inclusdo, ou peso inicial, do elemento k. Na presenca de
ndo resposta, a amostra € constituida por n;<n elementos respondentes. Nestas

condicdes, o estimador de Horvitz-Thompson

My
(36.6)  Thr = D Wiy
k=1

é enviesado. E possivel obter-se um estimador centrado se o ponderador utilizado
tiver em consideracdo a probabilidade de incluséo (1i) e a probabilidade condicional
de que o k-ésimo elemento torna-se respondente, se for seleccionado para a
amostra, ou seja, quando o ponderador tem também em consideracdo a
probabilidade de resposta (p>0, [Uk=1,...,N) [Lessler e Kalsbeek 1992, p. 182].

Obtém-se, desta forma, o estimador centrado

*

* nl
(36.7)  Thur = D wiyk
k=1
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onde, w* = 1/(Tgpx).

Nargundkar e Joshi (1975, citados por Lessler e Kalsbeek 1992, p. 182) apresentam
alguns aspectos teoricos deste estimador quando se supde a auséncia de outros

erros nao amostrais.

Os métodos de ajustamento das ndo respostas, na inferéncia classica das
sondagens (design-based), consistem entédo estabelecer estimadores que ajustam
0S pesos iniciais wy, através de diferentes estimadores das probabilidades de
resposta px (geralmente, desconhecidas). Para mais detalhes sobre os métodos de
ajustamento, veja-se Little (1986) e Lessler e Kalsbeek (1992). Nas secc¢bes que se
seguem, apresentam-se 0s métodos de ponderacdo em classes e de

pos-estratificacao.

3.6.2 Método de ajustamento por ponderacdo em classes

O método de ajustamento por ponderacdo em classes consiste em estimar as
probabilidades de resposta através da divisdo da amostra obtida (incluindo
respondentes e nao respondentes) em H subconjuntos mutuamente exclusivos e
exaustivos, designados classes ou células de ajustamento. Assume-se que, em
cada célula h (h=1,...,H), os elementos tém valores semelhantes para a variavel de
interesse Y e que todas as probabilidades de resposta s&o iguais (Lessler e
Kalsbeek, 1992, p. 183).

Little (1986) analisa comparativamente alguns métodos de ajustamento da néo
resposta e considera alguns critérios de escolha para as células do ajustamento em
classes. Lessler e Kalsbeek (1992, p. 188) referem que se o plano de sondagem for
multi-etapico, € usual escolherem-se as unidades amostrais das primeiras etapas
para definir as classes; no caso de uma sondagem aleatéria estratificada, € usual
utilizarem-se as variaveis de estratificacdo. Estes autores referem ainda que,
idealmente, as variaveis que definem as células devem estar fortemente associadas

a variavel de interesse, mas nao devem estar mutuamente associadas.

Seja sn = sinJSen 0 conjunto de elementos da amostra pertencentes a h-ésima célula

de ajustamento (de dimensdo amostral ny); onde, s;, € 0 subconjunto de s
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correspondente aos elementos respondentes (de dimensdo ni) € Sogn € O

subconjunto constituido pelos elementos ndo respondentes (de dimensao ng,).

Sejam ainda wyk € pnk, respectivamente, o peso de inclusdo e a probabilidade de

resposta do k-ésimo elemento da h-ésima célula de ajustamento.

O estimador genérico de pyy, utilizado neste método, € dado por:

Min
Zth

(3.6.8) Pry = kn=1 kOsp, h=1, ..., H

- ,
Zth
k=1

O ponderador ajustado, a utilizar nos estimadores por ponderacdo em classes, é

entao

Ny
Zth

(369  wiho =KL _w,, KOsy h=1, ..., H

1h
Zth
k=1

Considerando a notacdo apresentada nas secc¢des anteriores, o ponderador

ajustado (3.6.9) pode ser escrito como

36.10) wh = =, KOsw h=1, ..., H

h
1h
onde,

. i
(35.11) Ny = > wy
k=1

- D
(3512) N]h = Zth
k=1
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Esta notacdo permite observar que o estimador de py dado por (3.6.8) ndo é mais
do que um estimador da proporcéo de respondentes na populacéo, dentro da célula
h (N1n/Np).

Um estimador do total da populacéo por ponderacdo em classes é

. _d o & N,
(36.13)  Tpe = DD Whk Yrk = D, D~ WhYhk
h=1k=1 h=1k=1N1n

onde, Nh e Nlh sdo dados, respectivamente, por (3.6.11) e (3.6.12) e yx € 0 valor

da variavel de interesse para o elemento k da h-ésima célula de ajustamento.
Um estimador da média da populagdo por ponderagao em classes é dado por

(3.6.14) iy =%, /N

pc

Outro estimador da média da populagéo €

(3.6.15)  fipe =tpc/N
onde,
H Ny
o (pc)
(36.16) N = > > wy
h=1k=1

Demonstra-se facilmente que N dado por (3.6.16) pode ser obtido de forma

equivalente através de

R H M
(36.17) N = > > wy
h=1k=1

como se verifica em seguida:
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Nh Z Zth =

h=1k=1 h]kl]h h11hk1

=
Mz
M
M

M T
£
M
M
=

No caso da sondagem aleatéria simples sem reposicao e da sondagem aleatdria
estratificada sem reposicao, o estimador (3.6.15) reduz-se ao caso (3.6.14) (veja-se
a seccdo 3.3.1.1). Para planos de sondagem com probabilidades desiguais, tal

podera ndo suceder.

3.6.3 Métodos de ajustamento por pos-estratificacéo

Utilizando-se a notacdo apresentada anteriormente, suponhamos que a amostra
pode ser pos-estratificada em L poés-estratos e se conhecem as dimensdes

Ny,...,N;...,N_ dos pés-estratos na populacao.

Na seccdo 3.5.1 apresentou-se o estimador de poés-estratificacdo genérico com o
intuito de lidar com os problemas da base de sondagem, na auséncia de n&o

respostas. Neste caso, 0 peso inicial, wi, do elemento k pertencente ao pos-estrato

i, era ajustado por Ni/Ni, com
- 4
(36.18)  N; = > wy, i=1, .., L

Quando se pretende lidar simultaneamente com os erros da base de sondagem e
com o enviesamento provocado pela presenca de n&o respostas, podem-se

combinar os métodos de pos-estratificacdo e de ponderagdo em classes.

Uma forma de combinar esses dois métodos consiste em assumir-se que 0sS
pés-estratos correspondem exactamente as células de ajustamento (do método de

ponderacdo em classes). Obtém-se, assim, um ponderador ajustado dado por

N:
Wik:,\—IWik, ks, i=1, ...,L

Ny

(s) _ N; (pc) _ N;
3.6.19 Wi = = W; = A—
( ) ik Ni ik N

Z>|_Z>
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com, NJJ- dado por (3.6.12), ou seja,

. i
(36.20) Ny = > wy
k=1

Lessler e Kalsbeek (1992, p. 184) apresentam outro ponderador ajustado para o

método de pos-estratificacao:
kOs,i=1, ...,L

(3.6.21)

com,

L N
(3.6.22) N =) 3w
i=1k=1

gue, como ja foi referido, no caso dos planos SASSR e sondagem aleatéria
(ps) dado por (3.6.19).

estratificada sem reposicdo se reduz ao ponderador wj,
Utilizando-se estes pesos ajustados, um estimador de pds-estratificacéo do total

da populacdo, na presenca de ndo respostas, € dado por

. L& (ps) SRLNE
(36.23)  Tps = DD Wik Yik = DD -WikYik
i=1k=1 i=1k=1N1
onde, Nﬁ € dado por (3.6.20) e yj € o valor da variavel de interesse para o elemento

k do i-ésimo pos-estrato (célula de ajustamento).
Naturalmente, um estimador de pdés-estratificacdo da média da populagdo, na

presenca de nao respostas, é

(3.6.24)  flyg = Tps/N
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Observe-se que os estimadores por ponderacdo em classes requerem que 0S pesos
iniciais sejam conhecidos, tanto para 0s respondentes, como para 0S hao
respondentes, em cada célula. Os estimadores de poés-estratificacdo requerem
apenas esse conhecimento ao nivel dos respondentes. Por outro lado, nestes

métodos, a dimenséo dos pos-estratos na populacéo, N;, tem que ser conhecida.

Até ao momento, assumiu-se que as células de ajustamento da n&o resposta
correspondem exactamente aos pos-estratos. No entanto, uma das abordagens
mais utilizadas, para lidar com a n&o resposta total, consiste em obter os
ponderadores ajustados pelo método de ajustamento em classes e, em seguida,
ajustar esses ponderadores através da pos-estratificacdo. Ou seja, usualmente, as
células de ajustamento sdo definidas separadamente para cada um dos métodos de

ajustamento.

Assim, 0 primeiro passo consiste em ajustar 0s pesos iniciais nas células de

ajustamento h do método de ponderacdo em classes, através de (3.6.10):

N
Wg:l)(c) :A_hth, kl:lsh,h:]., ,H
N1h

(3.6.25)
com, Nh e Nlh definidos, respectivamente, por (3.6.11) e (3.6.12); e wy 0 peso
inicial do individuo k pertencente a h-ésima célula de ajustamento da néo resposta.

Em seguida, estes ponderadores sdo ajustados novamente através da

pos-estratificacdo da amostra:

N:
36.26) wioPY = N, o) KOsy i=1, ..., L

Ax

Ny

onde, Wi(,fc) € 0 peso ajustado por ponderacdo em classes, (3.6.25), do elemento k

pertencente ao pds-estrato i; e NJJ- € agora dado por

2 & (po)
(3627) Nli = ZWik
k=1
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Um estimador de pOs-estratificacdo do total da populag¢do, com ajustamento da

ndo resposta por ponderacdo em classes, é dado por

(36.28)  Theps = ZZ (peps)y,

i=1k=1

(pc,ps)

onde, wj, € 0 ponderador ajustado definido por (3.6.26).

Para planos de sondagem complexos, os estimadores dos métodos de ajustamento

por ponderacdo em classes e por pds-estratificacdo séo dificeis de analisar. Assim,

apresenta-se em seguida uma breve discussdo das propriedades desses

estimadores para um plano de sondagem aleat6ria simples sem reposigéao.

3.6.4 Sondagem aleatdria simples sem reposi¢cao

Suponhamos que foi recolhida uma amostra aleatéria de dimenséo n através de um

plano SASSR. Neste caso, 0s pesos iniciais sdo iguais para todos os elementos da

populacdo: w, = N/n (k=1,...,N).

A forma genérica do estimador do total da populacdo por ponderacdo em classes, €

dada por (3.6.13):

Hn]hA

h=1k=1 ﬂ1

onde, wy, é 0 peso inicial do elemento k pertencente a h-ésima

ajustamento. Para a SASSR, tem-se

R Ny n, N N
(36.30) Ny = > wy = ZF =
k=1 k=1
(36.31) Ny = D wy = =M
k=1 k=1

célula de
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Assim, para o plano de sondagem em apreco, um estimador do total da populacdo

por ponderacdo em classes é dado por

n]h nh
(3632) Tpc,sas = zz Nﬁyhk = Nz?n—zyhk =
h=1k=1ny, — h=1"" "Thk=1
n

_Nznh_

onde, yq, € a media dos respondentes na h-ésima célula de ajustamento.

Um estimador da média da populagéo por ponderacdo em classes é, naturalmente,

H

~ n, _
(3.6.33)  flpcsas = Z—hy]h

h=1 "

Relativamente aos estimadores de ajustamento por poés-estratificacdo, no caso em

gue as células de ajustamento da ndo resposta sdo as mesmas que 0S

pés-estratos, 0 estimador genérico apresentado em (3.6.23) é

(3.6.34)

WikYik
iz1k=1N1

onde, wi € o0 peso inicial do elemento k pertencente ao pés-estrato i; e, para a
SASSR, tem-se

(3635) Nli = E Wik = E H = nliﬁ

Desta forma, para o plano de sondagem em analise, um estimador do total da

populagdo por pés-estratificacdo é dado por

(3.6.36)  Tpssas = zz Z Zylk =
i=1
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L
= zNiS_/Jj
i=1

onde, y; € a media dos respondentes no i-ésimo pos-estrato (célula de

ajustamento).

Relativamente ao estimador da média da popula¢éo, tem-se, neste caso,
L N

(3.6.37)  fipssas = Zﬁ'y]j
i=1

O enviesamento e a variancia dos estimadores da média da populacédo, por
ponderacdo em classes e por pés-estratificacdo, para um plano SASSR (dados,
respectivamente, por (3.6.33) e (3.6.37)), foram considerados por Thomsen (1973,
1978, citado por Little 1986) e por Oh e Scheuren (1983, citados por Little 1986). No
entanto, as comparacdes entre estes trabalhos ndo sao imediatas uma vez que 0s

pressupostos assumidos sdo diferentes, assim como a distribuicdo de referéncia.

Para deixar clara a diferenca de abordagens, considere-se a seguinte notacao: seja
Yy = (Y1,...,Yn) O vector dos valores da variavel Y na populagéo; r = (ry,...,ry) 0 vector
das variaveis indicatriz tais que r,=1 se o elemento k é respondente se for
seleccionado para a amostra e r, =0, caso contrario; s = (Sy,...,Sy) 0 vector das
variaveis de Cornfield, ou seja, sy = 1 se o0 elemento k pertencer & amostra e sy = 0,
caso contrario; n = (ny,...,ny) 0 vector das dimensdes da amostra nas H células de
ajustamento; e n, = (ny,...,Ny;) 0 vector das dimensdes da amostra de respondentes

nas células de ajustamento.

Little (1986) refere que Thomsen calculou o enviesamento e a variancia de fly; g5 €
de [lps sas SOb @ distribuicéo de s, com y e r fixos; e Oh e Scheuren efectuaram os

calculos sobre a distribuicdo de r e s com (i) y fixo e (ii) y, n e n, fixos.
Little (1986) apresenta varios argumentos que o levam a propor uma abordagem

condicional sobre y, r, n e n,, por forma a que possam ser consideradas Vvarias

formas de definir as classes de ajustamento. Nestas condicbes, as expressfes do

140



enviesamento e da variancia do estimador de ponderacdo em classes, (3.6.33),sé0,

respectivamente:

- & (M _ Ny o Np
(3.6.38) B(“pc,sas) = z — = Mt z_(u:lh _“h)
o NN ho N

H 2
(3639)  V(fpesas) = Z(”—“j (k”—”‘}isjzh

h=1 n Nh N1
e, para o estimador de pés-estratificacdo (3.6.37), tem-se

L

(3.6.40)  B(fpssas) = Z%(un —H)
i=1

L 2
_ [\ N | 1.2
(36.41)  V(fipssas) = §](—N'] (1——3J_sﬂ
- n]j
i=1
onde, W [ou W] é a média dos potenciais respondentes na populacdo que

R . . . 2 2., A
pertencem a classe de ajustamento h [pés-estrato i] e Sy, [ou Sy] € a variancia

corrigida na populagéo na h-ésima classe de ajustamento [i-€simo pds-estrato].

Uma vez que o estimador [i,. 555 N0 esta definido se ocorrer ni>0 e ny =0 para

alguma das células de ajustamento, assume-se ainda que tal ndo ocorre nos

calculos condicionais sobre n e n,.

Observe-se que a medida que a proporcao n,/n converge para a propor¢do analoga

na populacdo, Ny/N, o primeiro termo do enviesamento de Qpc sas tende para zero;

e, a segunda parcela sera nula se Jn = W, Oh.

Relativamente ao estimador [l <5, basta que esta Gltima condicdo se verifique

para que o enviesamento seja nulo (relembre-se que o estimador de

pés-estratificacdo considerado pressupfe que as classes de ajustamento e o0s
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pés-estratos sejam idénticos, pelo que a segunda parcela da expressdo de

B(fpc,sas) COrresponde exactamente ao enviesamento de flpg sas )-

O estudo por simulacdo conduzido por Little (1986) sugere que, nesta abordagem, o
estimador de pos-estratificacdo deverd ter erro quadratico médio inferior ao do
estimador por ponderacdo em classes. Esta conclusdo esta de acordo com as que
Holt e Smith (1979) obtiveram numa andlise semelhante para o caso de auséncia de

nao respostas.

Por outro lado, na abordagem considerada por Kalton (1983, citado por Lessler e
Kalsbeek 1992) o enviesamento dos dois estimadores € igual e tem-se

V([ps,sas) < V(fpcsas): Pelo que o erro quadratico medio de [i,ss4s € Menor do

que o de [ly; sas-
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4 Aplicacdes praticas

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentam-se algumas aplicacdes das técnicas de pos-estratificacédo
aos dados do Inquérito as Empresas / Harmonizado de 1996 (IEH96), conduzido

pelo Instituto Nacional de Estatistica (INE).

O desenho do IEH corresponde a um plano de amostragem aleatéria estratificada
sem reposicdo. A base de amostragem é constituida a partir do Ficheiro Geral de
Unidades Estatisticas (FGUE) do INE.

A aplicacdo dos métodos de pés-estratificacdo ao IEH é essencialmente motivada
pelo problema das mudancas de estrato. As respostas obtidas no inquérito sugerem
gue determinadas empresas ndo se mantém nos estratos iniciais. Este problema
resulta da informag&o auxiliar que consta do FGUE, e que serviu de base a
estratificacdo, se encontrar desactualizada ou incorrecta. Por outro lado, o IEH96
apresenta também n&o resposta total. Como foi referido anteriormente, os
problemas da base de sondagem e das ndo respostas tém repercussdes nas

estimativas obtidas, uma vez que as propriedades dos estimadores se deterioram.

Os estimadores de pos-estratificacdo ajustam o coeficiente de extrapolagdo de cada
elemento da amostra, por forma a que esta reflicta a estrutura actual da populacéo e
tenha também em conta a ocorréncia de ndo respostas. Como consequéncia,
espera-se que, com estes métodos, seja possivel melhorar as estimativas das

diversas variaveis de interesse.

Na seccdo que se segue faz-se uma introdu¢do ao Inquérito as
Empresas / Harmonizado, onde se apresenta a respectiva metodologia, alguns
dados referentes ao inquérito de 1996 e se indicam as variaveis de interesse. Na
seccdo 4.3 apresentam-se 0s resultados obtidos em dois exemplos praticos da
aplicacdo, aos dados do IEH96, dos métodos de ajustamento das ndo respostas e
do método de Bootstrap BWO proposto por Sitter (1992h).
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4.2 Inquérito as Empresas / Harmonizado (IEH)

O Instituto Nacional de Estatistica (1997, p. 1) apresenta claramente os objectivos

do Inquérito as Empresas / Harmonizado (IEH):

“O Inquérito as Empresas /Harmonizado tem como principal objectivo
estabelecer um quadro comum de recolha, compilacdo e transmissdo de

dados sobre a estrutura e actividade das empresas.

Pretende-se  disponibilizar  informacdo  estatistica  que  permita
designadamente analisar:
- A estrutura e evolucao da actividade das empresas
- Os factores de producéo utilizados e outros elementos que permitam
medir a actividade, os resultados e a competitividade das empresas
- O desenvolvimento regional, nacional, comunitério e internacional das
empresas
- As relagbes com os mercados externos
- As caracteristicas das pequenas e médias empresas
- As particularidades das empresas face as especificidades dos

sectores em que desenvolvem a sua actividade”.

O inquérito tem cobertura nacional e é realizado anualmente por via postal. Em

alguns casos, o envio postal € complementado com entrevista telefénica e/ou

recolha directa. A unidade estatistica de observacao € a empresa.

O Ficheiro Geral de Unidades Estatisticas (FGUE), do INE, é o instrumento base

para constituicdo do universo de referéncia e seleccdo da amostra do IEH.

4.2.1 Especificacdes metodoldgicas

O universo de referéncia do IEH inclui as empresas que, simultaneamente,

respeitem um determinado conjunto de regras, das quais se destacam:

empresas que, de acordo com a Classificacdo Portuguesa das Actividades
Econdmicas CAE - REV. 2, se encontram classificadas com actividade
principal nas Secgbes A, B, C, D, E, F, G, H, |, K, M, N, O (veja-se 0 Anexo 3,

secgdo A3.1). Sdo também consideradas as empresas que, em termos de
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CAE - Rev. 2, desenvolvem actividades secundarias no ambito da secc¢éo D -
Industrias transformadoras;

= empresas cuja data de constituicao € inferior ou igual ao ano do inquérito;

= empresas com localizacdo da sede no Continente e nas regies Autbnomas
dos Acores e da Madeira;

= empresas em actividade ou com actividade sazonal;

» do universo do IEH devem ser excluidas as empresas que, simultaneamente,
apresentem zero pessoas ao servico e auséncia de volume de vendas.

O universo é estratificado pelos escalfes definidos pelas seguintes variaveis (a

descricdo dos escaldes das variaveis de estratificagdo encontra-se no Anexo 4):

= ENUT — Escaldes de NUTS Il (Nomenclatura das Unidades Territoriais para
Fins Estatisticos)

ECAE - Escaldes de Classificagdo Portuguesa das Actividades Economicas
CAE - REV. 2

ENPS — EscalGes de niUmero de pessoas ao servico

EFJR — Escaldes de forma juridica

= EVVN — Escaldes de volume de vendas

O Instituto Nacional de Estatistica (1997, p. 37) refere que “a variavel Volume de
vendas ndo pode ser utilizada como variavel de apuramento. A sua inclusdo como
variavel de estrato visou, apenas, assegurar uma maior homogeneidade entre as

empresas dos diversos estratos do universo”.

O inquérito é realizado por amostragem e de forma exaustiva de acordo segundo os

seguintes critérios:

» Amostragem — unidades estatisticas com menos de 100 pessoas ao servi¢co

» Exaustivo — unidades estatisticas com 100 e mais pessoas ao servico

Os instrumentos de notacdo do IEH (veja-se o Anexo 6) s&o compostos por um
Mo6dulo Comum — Modelos A e B — e por Anexos Especificos (Quadro 4.2.1).
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Quadro 4.2.1 — Instrumentos de notagao do Inquérito as Empresas / Harmonizado

Modelo A Modelo B
o E
% E Unidades estatisticas com Unidades estatisticas com
e}
s 38 EFJR=1,2,3¢e EFJR=1,2, 3¢e
ENPS = 3 ENPS <2
Industria Industria
2 Construcéo Construcéo
3 :i) Empresas com 20 e mais pessoas ao Servico | comércio
T Empresas com 100 e mais pessoas ao Sservico N
c o . Educacéo
<o Comércio i
) s Saude
w | Educacéao
Saude

4.2.1.1 Condicbes de apuramento

Para efeitos de apuramento em termos de variaveis de estrato considera-se sempre
a situacgdo inicial da empresa. A situacao inicial refere-se a classificagdo sobre a qual
recaiu a seleccdo da amostra, constante do Ficheiro de Langamento,
correspondente a informacdo existente no FGUE. A situacdo final deriva da
avaliacdo da resposta da empresa ao Inquérito, podendo ou ndo coincidir com a

inicial.
A passagem de uma empresa para apuramento esta condicionada por trés

parametros:

= CSV - Cdadigo de situacao de Instrumento de Notacao (Quadro 4.2.2)
= STA - Cddigo de situacdo da empresa perante a actividade (Quadro 4.2.3)

= Nuumero de meses de actividade (Quadro 4.2.4)

Quadro 4.2.2 — Codigo de situacédo de Instrumento de Notagcao (CSV)

Csv Descricéo

N&o lancado

Lancado néo recebido
Recebido

Recebido pendente
Registado com erros fatais
Registado com erros de aviso
Registado correcto

O WNEFLO
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De acordo com o Quadro 4.2.2, sdo passiveis de apuramento os Instrumentos de
Notacado que, apés critica, registo e validacao, se apresentem com CSV =5 e 6. Sao
apuraveis com tratamento de nado respostas o0s Instrumentos de Notacdo com
Csv=1, 2, 3 e 4 As empresas com CSV = 2 s6 devem ser consideradas para

efeitos de resultados antecipados.

Quadro 4.2.3 — Cédigo de situacdo da empresa perante a actividade (STA)

STA Descricao

00 Situacéo indefinida

01 Aguardando inicio de actividade

02 Em actividade

03 Actividade suspensa

04 Cessacéo definitiva por outras razdes

05 Cessacdao definitiva por dissolugédo ou extingédo
06 Cessacao definitiva por incorporacao

07 Cessacéo definitiva por fuséo

08 Pendente / Inquiricdo suspensa

09 Actividade sazonal

10 Pendente / Inquiricdo suspensa / CTT

99 Empresas que estdo fora do &mbito do inquérito (mudanca de
actividade - CAE)

Para efeitos de apuramento (em termos de valores resposta, valores a zero ou nao
resposta) é considerada a situacao final da empresa perante a actividade. As
condicbes de apuramento relativas a situacdo da empresa perante a actividade

(STA) encontram-se resumidas no Quadro 4.2.6.

Quadro 4.2.4 — Numero de meses de actividade

Cddigo Descricao
0 Sem significado
1 Com significado

“Nao se define a partida um numero minimo de funcionamento. Sempre que o
namero de meses em actividade, indicado pela empresa, se apresente como
insuficiente, seré feita uma andlise casuistica, em funcédo da coeréncia global da
resposta, cruzada com as especificidades do sector onde a empresa desenvolve a

sua actividade” (Instituto Nacional de Estatistica 1997, p. 42).
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O cadigo “0” (zero) equivale ao apuramento com valores iguais a zero e s6 se aplica

as empresas com situacao final perante a actividade STA = 02 (em actividade).

A passagem da empresa para apuramento é definida de acordo com o Quadro 4.2.5.

No Quadro 4.2.6 apresenta-se um resumo das condic¢des e situagao de apuramento.

Quadro 4.2.5 — Situacao de apuramento (SA)

SA Descricao
0 N&o apuravel
1 Apuravel com valores resposta
2 Apuravel com valores a zero
3 Apuravel com tratamento de ndo respostas

Quadro 4.2.6 — Resumo das condi¢des e situacdo de apuramento

Ccsv STA Apuramento SA
1,2,3,4 00 Tratamento de n&o respostas”
08 e 99 | Tratamento de néo respostas” 3
02 e 09 | Apurado com valores de registo 1
01
03
5/6 04
05 Apurado com valores a zero 2
06
07
10

© O método de tratamento de n&o resPostas utilizado pelo INE é o "Hot-Deck -
Imputacéo aleatéria dentro do estrato™.

4.2.2 Alguns dados do IEH96

O Departamento de Estatisticas das Empresas do INE forneceu dois ficheiros, com
dados relativos ao Inquérito as Empresas / Harmonizado de 1996 (IEH96): um

ficheiro com as respostas de algumas variaveis do inquérito (com 84519 registos) e

! Este método traduz-se na substituicdo de cada valor em falta por um valor escolhido

aleatoriamente entre o conjunto dos respondentes do estrato.
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um ficheiro com as dimensdes dos estratos na populacdo e na amostra (com 13191
registos). Os dados destes ficheiros encontram-se protegidos pela Lei do Segredo

Estatistico, pelo que néo é possivel apresentar um excerto dos mesmos.

Apesar do ficheiro com as respostas ao IEH96 conter uma variavel referente aos
coeficientes de extrapolac@o, procedeu-se novamente ao célculo desses valores,
através da combinacdo dos dois ficheiros, por forma a evitarem-se erros de

arredondamento.

Designem-se por Pequenas e médias empresas as empresas consideradas para
inquiricdo com recurso a teoria de amostragem e por Grandes empresas as
empresas consideradas para inquiricdo exaustiva (vejam-se 0s respectivos critérios
na secgdo 4.2.1). No Quadro 4.2.7 apresentam-se as dimensdes da populagéo e da
amostra e o numero de estratos referentes as Pequenas e médias empresas e as

Grandes empresas.

Quadro 4.2.7 — Dimens®6es do universo e da amostra e niumero de estratos,
por dimensdo da empresa

Dimenséo da empresa Universo | Amostra | Numero de estratos
Pequenas e médias empresas 736353 66937 5411
Grandes empresas 17582 17582 7780

No presente estudo consideram-se apenas as empresas do Continente inquiridas
por amostragem, ou seja, as Pequenas e médias empresas do Continente (Quadro

4.2.8). E de salientar que, neste caso, ndo existem estratos de dimenséo inferior a 2,

na amostra.

Quadro 4.2.8 — Dimens&8es do universo e da amostra e numero de estratos
no Continente, por dimenséo da empresa

Dimensao da empresa Universo | Amostra | Numero de estratos
Pequenas e médias empresas 712642 62846 4927
Grandes empresas 14882 14882 6418
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Relativamente a situacdo de apuramento (SA), verifica-se que cerca de 29% das
empresas da amostra (Pequenas e médias empresas do Continente) foram
apuradas para efeitos de tratamento de ndo respostas (veja-se Quadro 4.2.9),

segundo os critérios definidos pelo INE na metodologia do IEH (c.f. sec¢do 4.2.1.1).

Quadro 4.2.9 — Situacao de apuramento (SA) das empresas da amostra
(Pequenas e médias empresas do Continente)

SA Numero de empresas | Percentagem
35817 57.0
9016 14.3
18013 28.7

Eliminando-se da amostra (Pequenas e médias empresas do Continente) as
empresas em que se verifica ndo resposta total (SA=3), verifica-se que a amostra,
constituida apenas pelas empresas consideradas respondentes, tem dimenséao
44833.

4.2.3 Variaveis de estudo

As variaveis de interesse sobre as quais incidiu o estudo sdo comuns aos dois

mddulos do questionério e sdo as seguintes:

= Q20001 — numero médio de pessoas ao servico — total (remunerado e ndo
remunerado)

= Q4160 — vendas

= Q4190 — prestacdes de servigos

Para estas variaveis ndo se verifica a ocorréncia de ndo respostas parciais (quando

se eliminam da amostra as empresas identificadas com nao resposta total).
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4.3 Apresentacédo dos resultados

Foram realizados exemplos praticos' da aplicacdo, aos dados do IEH96, dos
métodos de ajustamento das néo respostas (sec¢do 3.6) e do método de Bootstrap

BWO proposto por Sitter (1992b), apresentado na seccéo 2.7.

Os estimadores considerados foram: o estimador de ponderacdo em classes, 0
estimador de pés-estratificacdo e o estimador de pds-estratificacdo com ajustamento

das ndo respostas por ponderacdo em classes.

Na seccdo que segue, apresenta-se em mais detalhe a metodologia utilizada nos

exemplos praticos, cujos resultados sdo analisados nas seccdes 4.3.2 € 4.3.3.

4.3.1 Metodologia dos exemplos praticos

No método de ajustamento por ponderacdo em classes consideraram-se 0s estratos

iniciais como sendo as células de ajustamento das ndo respostas. Supde-se entao
que, em cada estrato, os elementos tém valores semelhantes para as variaveis de

interesse e que as probabilidades de resposta séo iguais.

O estimador do total da populagéo por ponderacédo em classes utilizado foi:

. H & (pe)
(4-3-1) Tpc = Zzwhk Yhk

h=1k=1
onde,
N
(432) WI(.]ﬁ)(C) = ,\—hth , kDSh, h= 1, ...,H
N1h

- M
(433) Nh = Zth
k=1

! Para se realizarem as aplicacdes praticas utilizou-se o produto informatico de estatistica
Statistical Analysis System, SAS versao 6.12, com o0 médulo STAT.
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- D
(434) N]h = Zth
k=1

e Wp € 0 peso inicial do individuo k pertencente a h-ésima célula de ajustamento

(estrato inicial).

No método de ajustamento por pos-estratificacdo a amostra foi pés-estratificada em

L = 5 pos-estratos, segundo a variavel ENPS — Escaldes de nimero de pessoas ao
servico (veja-se Quadro 4.3.1) que se supde estreitamente relacionada com as

variaveis de interesse.

Quadro 4.3.1 — Escal@es de numero de pessoas ao servi¢co (ENPS)

Valor Descrigéo
0 0 pessoas ao servigo
1 la9 pessoas ao servigo
2 10a 19 pessoas ao servico
3 20 a 49 pessoas ao servico
4 50a99 pessoas ao servico

Neste método assume-se que 0s poés-estratos correspondem a células de
ajustamento da ndo resposta. Supde-se entdo que os individuos tém valores
semelhantes para as variaveis de interesse e que as probabilidades de resposta sédo

iguais, em cada pds-estrato.

O estimador do total da populacéo por pds-estratificacao utilizado foi:

. L & (ps)
(4-3-5) 1-ps = Zzwik Yik

is1k=1
onde,
N.
@36) w'? = Ny, KOsy i=1, ..., L
Ny
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- Ny
(437) Nli = ZWik
k=1

sendo, wi 0 peso inicial do elemento k pertencente ao i—ésimo pds-estrato e N; a

dimensao (conhecida) do pds-estrato i na populacao.

No método de poés-estratificacdo com ajustamento da ndo resposta por ponderacao

em classes consideraram-se 0s estratos iniciais como sendo as classes de
ajustamento da ndo resposta. Supfe-se, portanto, que o0s elementos tém valores
semelhantes para as variaveis de interesse e que as probabilidades de resposta sdo

iguais, em cada estrato inicial.

Também neste caso, a amostra foi pos-estratificada em L = 5 pés-estratos, segundo
a varidvel ENPS — EscalGes de numero de pessoas ao servico (veja-se Quadro
4.3.1).

O estimador de poés-estratificacdo do total da populagdo com ajustamento da néo
resposta por ponderagdo em classes obteve-se através da reponderacdo dos

elementos da amostra, da seguinte forma.

)

L. . . c -
Em primeiro lugar, obtiveram-se os pesos ajustados Wﬂi por ponderacdo em

classes de ndo resposta (estratos iniciais), atraves de (4.3.2). Em seguida, estes
ponderadores foram novamente ajustados através da pés-estratificacdo da amostra.

Desta forma, obtiveram-se os ponderadores finais:

: N; .
(4.3.8) wi(lfc Po) = — Wi(EC) : kOs,i=1,..,L
Ny
(pc) , .
onde, w; ~ € o peso ajustado, na etapa anterior, do elemento k pertencente ao

pés-estrato i, e

. e (peps)
(4.3.9) Tocps = ZZwik Yik
i=1k =1
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No primeiro exemplo pratico (seccao 4.3.2), considerou-se também o estimador da
variancia do estimador de pés-estratificacdo proposto por Rao (1985) para o caso da
auséncia de nao respostas, para um plano de sondagem estratificado (para mais

detalhes veja-se a sec¢ao 3.5):

(4.3.10)  Viao(Tpsstr) =

2

2
J (nl B 1J 1 z(yk ys) +Nin(@=Nip Inap)Ys, — R )

L H
zz( i T B

i=1h=1

Este estimador podera ter boas propriedades, na abordagem condicional, na
auséncia de nao respostas. No caso em que ocorrem nao respostas, as
propriedades do estimador sdo ainda mais dificeis de analisar. No entanto, podera
também ter boas propriedades numa abordagem condicional se os elementos
tiverem valores semelhantes para as variaveis de interesse e as probabilidades de
resposta forem iguais, em cada pos-estrato (veja-se a analise efectuada para a
SASSR, na secgéo 3.6.4.

Relativamente aos restantes estimadores propostos, ndo foi possivel encontrar na
literatura estimadores da variancia para o plano de sondagem subjacente ao IEH
(sondagem aleatoria estratificada sem reposigéo). Para contornar este problema, foi
utilizado o método de Bootstrap BWO, proposto por Sitter (1992b), que conduz a
estimadores bootstrap da variancia vélidos, no caso de estimadores lineares. No
caso ndo linear, o método também parece ser promissor, como se referiu
anteriormente. Os resultados apresentados no segundo exemplo (sec¢do 4.3.3)

foram, entéo, obtidos através da aplicacdo desta metodologia (c.f. seccao 2.7.3).

Em ambos os exemplos praticos, a amostra considerada € a que se refere as

pequenas e médias empresas do Continente.

4.3.2 Exemplo |

Para as variaveis de interesse indicadas na secgdo 4.2.3, procedeu-se ao célculo

dos totais e das médias estimadas através dos seguintes métodos: ponderagcdo em

154



classes, pos-estratificacdo e pds-estratificagdo com ajustamento da ndo resposta por

ponderacdo em classes.

Obtiveram-se também estimativas do total e da média através do estimador de
Horvitz-Thompson que, apesar de neste caso ser enviesado, ndo deixa de ser uma

referéncia.

Nos dois métodos de pos-estratificagdo considerados, utilizou-se a variavel
ENPS - Escalées de numero de pessoas ao servigo (veja-se Quadro 4.3.1) para
pés-estratificar a amostra. Os escalBes desta variavel foram também utilizados na
estratificacdo inicial. A sua escolha, como variavel de pos-estratificagdo, prende-se,
por um lado, com o facto de se dispor dos valores da variavel Q20001 - numero
médio de pessoas ao servico na amostra e das dimensdes dos poés-estratos na
populagdo. Por outro lado, suspeitava-se que o0s estratos iniciais, sendo
homogéneos na sua constituicdo, continham empresas com comportamentos muito
diferenciados, pelo que poderiam pbér em causa essa homogeneidade. No que se

refere a esta variavel, verificou-se que 13090 empresas mudaram de estrato.

A variavel EVVN - Escalbes de volume de vendas (ou, uma combinacéo desta com a
ENPS?) seria talvez a melhor candidata a variavel de pés-estratificacdo, uma vez
gue o INE (1997) refere que esta variavel assegura uma maior homogeneidade entre
as empresas dos diversos estratos do universo. No entanto, ndo foi utilizada pelo
facto de ndo ter sido possivel obter os valores relativos as dimensfes dos escalbes

de volume de vendas na populagéo.

Apresentam-se em seguida os resultados referentes as variaveis Q20001 — Numero
médio de pessoas ao servico (Quadro 4.3.2); Q4160 — Vendas (Quadro 4.3.3) e
Q4190 — Prestagdes de servigcos (Quadro 4.3.4).

! Lessler e Kalsbeek (1992, p. 188) referem que parece ser preferivel definir as células de
ajustamento da ndo resposta a partir do cruzamento de varias variaveis aceitaveis, do que

formar o mesmo ndmero de células a partir de uma divisao mais fina de apenas uma delas.
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Quadro 4.3.2 — Estimativas obtidas para os estimadores: Horvitz-Thompson (HT),

ponderacdo em classes (PC), pos-estratificacdo (PS) e pOs-estratificagdo com

ajustamento da nédo resposta por ponderacdo em classes (PC,PS), para a variavel

N° médio de pessoas ao servi¢co (Q20001)

Estimativa da

Coeficiente de

. Estimativa | Estimativa A . .
Estimador g variancia do variacdo da média
do total da média . .- 1
estimador da média estimado (%)
HT 1510168.60 2.12 0.0003 0.81
PC 2038545.58 2.86 - -
PS 2006329.83 2.82 0.0002 0.51
PC, PS 2025145.38 2.84 - -

Quadro 4.3.3 — Estimativas obtidas para os estimadores: Horvitz-Thompson (HT),

ponderacdo em classes (PC), pés-estratificacdo (PS) e pds-estratificacdo com

ajustamento da néo resposta por ponderacdo em classes (PC,PS), para a variavel
Vendas (Q4160)

Estimativa da

Coeficiente de

. Estimativa | Estimativa PN o x oy
Estimador 20F variancia do variacdo da média
do total da média : . .
estimador da média estimado (%)
HT 14779153197 20738.54 199658.51 2.15
PC 19981217698 28038.23 - -
PS 19569497969 27460.49 371786.16 2.17
PC, PS 19810036906 27798.02 - -

Quadro 4.3.4 — Estimativas obtidas para os estimadores: Horvitz-Thompson (HT),

ponderacdo em classes (PC), pés-estratificacdo (PS) e pds-estratificacdo com

ajustamento da nédo resposta por ponderacdo em classes (PC,PS), para a variavel

Prestacdes de servigcos (Q4190)

Estimativa da

Coeficiente de

. Estimativa | Estimativa AN X oy
Estimador do total da média variancia do variacdo da média
estimador da média estimado (%)
HT 3938549690.4 5526.69 17910.48 2.42
PC 5229277518.8 7337.87 - -
PS 5554052079 7793.61 21056.35 1.98
PC, PS 5528976885.8 7758.42 - -
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Os resultados apresentados permitem observar que a média estimada apresenta-se
muito semelhante para os trés métodos de ajustamento considerados e é superior a
média estimada pelo estimador de Horvitz-Thompson, nas trés variaveis de
interesse. A estimativa da variancia deste estimador subestima o verdadeiro valor do

erro, uma vez que nao contém a contribuicdo do enviesamento.

Sob as hipoteses formuladas, € de esperar que os estimadores por ajustamento
sejam aproximadamente centrados e que o estimador da variancia do estimador de
pés-estratificacdo (PS) proposto por Rao (1985) tenha boas propriedades, numa

abordagem condicional (& semelhanca da SASSR — veja-se a secgéo 3.6.4).

No exemplo préatico que se segue apresentam-se os resultados relativos a aplicacao
do método Bootstrap BWO, proposto por Sitter (1992b), para os trés estimadores por

ajustamento em anélise.

4.3.3 Exemplo Il

O procedimento utilizado ao longo deste exemplo foi o algoritmo Bootstrap BWO,
proposto por Sitter (1992b), apresentado na secc¢do 2.7.3. As estimativas da
variancia obtiveram-se através das aproximacdes de Monte Carlo. Para tal, foram
retiradas 600 amostras bootstrap, da populacdo bootstrap construida segundo o

referido algoritmo. Os resultados que se obtiveram sdo apresentados em seguida.

Quadro 4.3.5 - Estimativas obtidas através do método Bootstrap BWO, com 600
réplicas dos estimadores: ponderacdo em classes (PC), pés-estratificacdo (PS) e
poOs-estratificagcdo com ajustamento da ndo resposta por ponderagdo em classes

(PC,PS), para a variavel N° médio de pessoas ao servigo (Q20001)

Estimativa
Estimativa | Estimativa bootstrap da Coeficiente de variacao
Estimador bootstrap bootstrap variancia do bootstrap estimado do
do total da média estimador da estimador da média (%)
média

PC 1887715.58 2.79 0.0005 0.79

PS 2038626.07 3.02 0.0003 0.53

PC, PS 2027816.36 3.00 0.0002 0.52
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Quadro 4.3.6 - Estimativas obtidas através do método Bootstrap BWO, com 600

réplicas dos estimadores: ponderacdo em classes (PC), pos-estratificagcéo (PS) e

pés-estratificacdo com ajustamento da néo resposta por ponderacdo em classes
(PC,PS), para a variavel Vendas (Q4160)

Estimativa
Estimativa | Estimativa bootstrap da Coeficiente de variacao
Estimador | bootstrap do | bootstrap variancia do bootstrap estimado do
total da média estimador da estimador da média (%)
média

PC 18380211769 | 27194.85 334765.33 2.13

PS 19963467795 | 29537.39 416107.28 2.18

PC, PS 19831732906 | 29342.48 454619.21 2.30

Quadro 4.3.7 - Estimativas obtidas através do método Bootstrap BWO, com 600

réplicas dos estimadores: ponderacdo em classes (PC), pés-estratificacdo (PS) e

pés-estratificacdo com ajustamento da néo resposta por ponderacdo em classes

(PC,PS), para a variavel Prestacfes de servigcos (Q4190)

Estimativa
Estimativa | Estimativa bootstrap da Coeficiente de variacao
Estimador | bootstrap do | bootstrap variancia do bootstrap estimado do
total da média estimador da estimador da média (%)
média

PC 5255307304 7775.61 45661.52 2.75

PS 5258899182 7780.92 22760.55 1.94

PC, PS 5567635301 8237.72 34973.91 2.27

Relativamente as estimativas apresentadas, retiram-se algumas ilagdes:

- Como era de esperar, as estimativas bootstrap da média sdo semelhantes as

gue foram obtidas no Exemplo I, para todas as variaveis de interesse.

- As estimativas bootstrap da média sdo semelhantes para os dois estimadores de

pos-estratificacdo considerados, principalmente quando se tomam como

variaveis de interesse a Q20001 — N° médio de pessoas ao servico [QpS(D]:S.OZ,

focps (=31 © a Q4160 — Vendas [fls(=29537.39, [, o ()=29342.48]. Para

estas variaveis, 0 estimador de ponderacdo em classes apresenta estimativas

bootstrap com valores inferiores as obtidas para os outros dois estimadores.
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- Para a variavel Q4190 — Prestacbes de servigos, as estimativas bootstrap da

média sdo semelhantes para os estimadores de ponderacdo em classes e de
pés-estratificacédo [ﬂpc([ﬁ=7775.61, st(m:7780.92]. No entanto, a estimativa
bootstrap da variancia do estimador de ponderagdo em classes é quase o dobro

da que foi obtida para o estimador de pds-estratificacdo [\A/éwo (ﬂpc) =45661.52,

Vawo (fips) =22760.55).

- As estimativas da variancia do estimador de pés-estratificacdo, obtidas no
Exemplo |, sdo inferiores as estimativas bootstrap da variancia desse estimador,
em todas as variaveis de interesse. Quando se comparam 0S respectivos

desvios padréo os resultados sdo os seguintes:

* N°medio de pessoas ao servigo: 1/\A/,rao (Aps) = 0.01; w/VBwo (Aps) = 0.02
= Vendas: \|Viao (flps) = 609.74; \[Vawo (fips) = 645.06
* Prestagdes de servigos: 1/\A/,rao (Aps) = 145.11; w/VBwo (Aps) = 150.87

- As estimativas bootstrap da variancia dos dois estimadores de pds-estratificacdo

sdo semelhantes, para as variaveis de interesse consideradas:

= N° médio de pessoas ao servigo: ,/\A/BWO (Aps) = 0.02; WI\A/BWO (Apc,ps) = 0.01
= Vendas: Vayo (fips) = 645.06; yVawo (e ps) = 674.25
* Prestagdes de servigos: w/VBwo (Aps) = 150.87; \/\A/BWO (Apc,ps) = 187.01

Além dos resultados apresentados, construiram-se também os histogramas das
réplicas bootstrap dos estimadores em estudo, para cada uma das variaveis de
interesse (veja-se o Anexo 5). A observacao dos histogramas permite constatar que
as distribuicdes das réplicas aparentam ter uma forma aproximadamente Normal, o

gue concorda com a teoria (Shao e Tu, 1995).
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Com base nos resultados obtidos e nas evidéncias teoricas apresentadas, parece
razoavel concluir que, dos métodos de ajustamento das nao respostas
considerados, os métodos de pos-estratificacdo sejam os mais adequados. Alias,
como foi referido anteriormente, é de esperar que os métodos de pds-estratificacdo
tenham um erro quadratico médio inferior ao do estimador de ponderagdo em
classes. Por outro lado, os métodos de pdés-estratificacdo permitem também lidar
com o0s problemas da base de sondagem, através da reponderacdo dos elementos

da amostra, por forma a que esta reflicta a estrutura da populagéo.

Interessa também referir que o esforco computacional necessario a obtengéo de
estimativas bootstrap podera nédo se justificar, quando se opta pelos estimadores de
pos-estratificacdo (por exemplo, quando se pretendem resultados antecipados ou
preliminares, quando ha um namero elevado de variaveis de interesse ou quando ha
um calendario muito exigente relativamente a disponibilizacdo de resultados). Esta
analise resulta essencialmente do facto de ambos os estimadores apresentarem
estimativas semelhantes e de se dispor de uma forma mais simples, em termos de
implementacdo, de se obterem estimativas da variancia do estimador de
poés-estratificacdo: através do estimador da varidncia proposto por Rao (1985);
apesar de existirem evidéncias de que essas estimativas subestimam o valor da

verdadeira variancia, estas nao diferem muito das que se obtiveram por Bootstrap.

Com este exemplo ndo se pretende comparar a precisdo dos estimadores propostos
mas, simplesmente, apresentar um método que podera ser adequado para estimar a
variancia desses estimadores. Relembre-se que os estimadores apresentados estao
sujeitos a certos pressupostos que sdo essenciais ao seu desempenho e que para
medir a precisdo dos estimadores seria necessario conhecer 0s respectivos erros

quadréaticos médios na populacéo.

Como se referiu anteriormente, a variavel EVVN - Escalfes de volume de vendas
(ou, uma combinacdo desta com a ENPS - Escalées de niumero de pessoas ao
servico) seria talvez a melhor candidata a variavel de pés-estratificacdo. E também
de esperar que, caso esta variavel fosse utilizada, as estimativas que se obteriam
para os dois estimadores de pds-estratificacdo fossem menos semelhantes. Esta
suposicao baseia-se nas evidéncias de que as variaveis de estratificacao utilizadas
pelo plano de sondagem sédo adequadas para definir as células de ajustamento da

nao resposta (Lessler e Kalsbeek, 1992, p. 188) e a variavel Escalbes de volume de
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vendas podera garantir a homogeneidade dos pés-estratos e reflectir, de forma mais
adequada, a estrutura da populacdo. Teria sido, portanto, extremamente

interessante analisar a utilizacdo destas técnicas de pds-estratificacdo no IEH.

Ainda no ambito da pés-estratificacdo, os métodos generalized raking (referidos na
seccao 3.5), propostos por Deville, Sarndal e Sautory (1993), apresentam-se
também como uma metodologia muito promissora, quando a base de sondagem
apresenta problemas e se dispde de alguma informagé&o auxiliar sobre a populagao,

pelo que o estudo destes métodos teria sido enriquecedor.
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5 CONCLUSAO

Com este trabalho pretendeu-se estudar métodos de estimacdo por
pés-estratificacdo em inquéritos por amostragem e evidenciar os efeitos dos erros
ndo amostrais na estimacdo, em particular a existéncia de erros nas bases de

sondagem e a ocorréncia de nao respostas aos inquéritos.

De um modo geral, as bases de amostragem nao garantem uma representagéo
completa, perfeita e actualizada da populagéo alvo. Dos problemas que podem
ocorrer nas bases de sondagem séo de salientar: a subcobertura, a sobrecobertura,
os registos duplicados ou multiplos e a informag&o auxiliar incorrecta. Todos estes
problemas tém repercussdes nas estimativas obtidas, uma vez que as propriedades

dos estimadores se deterioram.

A subcobertura conduz a estimativas enviesadas uma vez que uma parte da
populacdo ndo pode ser observada. Este é talvez o problema mais sério dada a
impossibilidade de detecta-lo, quer a partir da amostra, quer a partir da base de
sondagem. Neste caso, uma forma de reduzir o enviesamento do estimador de

Horvitz-Thompson € a utilizacdo de um ajustamento pelo quociente (Séarndal,

Swensson e Wretman, 1992).

Quando ocorrem problemas de sobrecobertura, a populagdo alvo € um dominio da
base de amostragem e, portanto, os métodos de estimacdo em dominios revelam-se

como uma metodologia adequada para tratar este problema.

A utilizacdo de informacado auxiliar incorrecta reduz a precisdo das estimativas da
sondagem (Lessler e Kalsbeek, 1992). Este tipo de erros pode conduzir tanto a

problemas de sobrecobertura, como de subcobertura.

Outro problema que pode surgir, quando se utiliza informacgé&o auxiliar incorrecta ou
desactualizada para implementar um plano de sondagem estratificada, é a
ocorréncia de mudancas de estrato; ou seja, as respostas ao inquérito podem
sugerir que ndo existe uma correspondéncia exacta entre os estratos na base de
sondagem e na populacdo. Neste caso, as estimativas por estrato podem ser

obtidas por métodos de estima¢cdo em dominios.
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Os meétodos de estimacdo pelo quociente e, em especial, os métodos de
pos-estratificacdo sdo apresentados na literatura como uma forma de lidar com os
problemas originados por deficiente informacdo na base de sondagem. Estas
técnicas de reponderacdo tém por objectivo melhorar as estimativas obtidas,

podendo utilizar, no momento da estimagao, informacé&o auxiliar mais actualizada.

Os estimadores de pos-estratificacdo ajustam o coeficiente de extrapolagéo de cada
elemento da amostra, por forma a que esta reflicta a estrutura actual da populagao.
Assim, se uma amostra estiver desequilibrada para algumas caracteristicas da
populacdo, o estimador de poés-estratificacdo corrige este desequilibrio

automaticamente (Holt e Smith, 1979).

Outro erro ndo amostral que ocorre na maioria das sondagens € a ndo resposta
total, ou parcial, ao inquérito. Nesta situacao, os estimadores usuais sdo enviesados.
Os estimadores de pos-estratificacdo inserem-se numa classe de métodos de
estimacdo que ajustam os coeficientes de extrapolacéo, por forma a que 0s pesos
obtidos tenham em consideracdo as ndo respostas. Estes métodos sao, geralmente,

utilizados no tratamento das ndo respostas totais.

Apesar dos métodos de pos-estratificacdo serem muito utilizados, a pesquisa
bibliografica efectuada revela alguma insuficiéncia de referéncias, no que diz
respeito as propriedades tedricas destes estimadores, quando se consideram planos
de sondagem complexos; sendo de salientar a abordagem condicional efectuada por
Rao (1985). Procurou-se, entdo, superar esta dificuldade através da apresentacdo

de métodos Bootstrap para a estimagéo da variancia dos estimadores.

Em alguns dos exemplos préticos, foi utilizado o método Bootstrap BWO, proposto
por Sitter (1992b). Este procedimento de replicagdo procura captar as dimensodes
importantes da varidncia na selecgdo original da amostra e 0s ajustamentos

efectuados durante a fase de determinacdo dos ponderadores.

Com base nos resultados obtidos e nas evidéncias teoricas apresentadas, parece
razodvel concluir que, dos métodos de ajustamento das nao respostas
considerados, os métodos de pds-estratificacdo sdo os mais adequados. No caso do
IEH, este era o resultado esperado uma vez que, para além do problema das nao

respostas totais, o IEH apresenta alguns problemas na base de sondagem: por um
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lado, a informacao auxiliar que serviu de base a estratificacdo estava desactualizada
ou incorrecta (0 que conduziu ao problema das mudancas de estrato); por outro
lado, a base de sondagem tinha problemas de cobertura (a sobrecobertura é

evidente quando se analisam as condi¢cbes de apuramento definidas pelo INE).

E também de salientar que as estimativas da variancia do estimador de
pés-estratificacdo, obtidas através do estimador proposto por Rao (1985), néo
diferem muito das obtidas por Bootstrap, para as variaveis analisadas. No entanto,
tal poderad ndo ocorrer se forem consideradas outras variaveis (de andlise ou de
pés-estratificacdo) ou se 0s pressupostos assumidos ndo se verificarem, dado que
hé evidéncias de que as estimativas obtidas através do estimador proposto por Rao
(1985) subestimam o valor da verdadeira varidncia. Assim, teria sido muito
interessante analisar e comparar a utilizagdo de outras variaveis de

pés-estratificacdo no IEH.

Ainda no ambito da pos-estratificacdo, fica como sugestdo para futuras
investigacdes, o estudo dos métodos generalized raking, propostos por Deville,
Sarndal e Sautory (1993); dado que estes métodos permitem utilizar varidveis de
pos-estratificacdo para as quais a Unica informacéo auxiliar disponivel diz respeito a
dimensdo da populacdo nas categorias definidas por cada uma das variaveis,

tomadas isoladamente.

E ainda de referir que os métodos de pos-estratificacdo desenvolvidos no ambito da

inferéncia model-based seriam também interessantes de analisar.
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ANEXO 1 — Abreviaturas e notacéao



Al.1 Abreviaturas

BWO Bootstrap Without Replacement ou Without Replacement
Bootstrap

FGUE Ficheiro geral de Unidades Estatisticas

IEH, IEH96 Inquérito as Empresas / Harmonizado (1996)

INE Instituto Nacional de Estatistica

MMB Mirror-Match Bootstrap

NSI National Statistical Institutes

NUTS Nomenclatura das Unidades Territoriais para Fins estatisticos

RB Rescaling Bootstrap

SASCR Sondagem aleatéria simples com reposicao

SAS, SASSR Sondagem aleatéria simples sem reposi¢ao

Al.2 Notacao

Al.2.1 Notacéo geral

Y variavel de interesse

Yi i-ésima observacao da variavel Y

X variavel auxiliar

Xi i-ésima observacao da variavel X

0 notacao genérica para parametro

) notac@o genérica para estimador do parametro 6

E(6) valor esperado de 6

B(6) enviesamento de 6

V(8) variancia de 6

AV(8) variancia aproximada de 6, obtida pelo método de

linearizacdo de Taylor

V(B) notacio genérica para estimador da variancia de 6

\‘/* 6 estimador da variancia de 6 do algoritmo BWO
swo (6)
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CV(0)
EQM(8)
BR(0)

Tj

Wi

PIPILTE
PIPILT

i0uj U
Bsas: Osassr

eSASCR

desvio padrso de 6

coeficiente de variacdo de 6

erro quadratico médio de 6
bias ratio de 6 (quociente entre o enviesamento e o0 desvio

padrdo de 6)

probabilidade de inclusédo de 12 ordem do elemento i, sob um
determinado plano de sondagem

probabilidade de inclusdo de 22 ordem dos elementos i e j
(i#)), sob um determinado plano de sondagem

peso de inclusdo ou coeficiente de extrapolacdo do
elemento i

variavel indicatriz do conjunto ¢ (variavel que toma o valor 1
se 0 elemento pertence ao conjunto { e toma o valor zero,
caso contrario)

PILTIRDIPIRT

iou ioug U
j#i

estimador de 6 sob um plano SASSR
estimador de 8 sob um plano SASCR
estimador de Horvitz-Thompson de 6

estimador de 6 sob um plano de sondagem aleatoria
estratificada

estimador de 6 sob um plano de sondagem aleatéria
estratificada proporcional

estimador do quociente para p (weighted sample mean)

estimador pelo quociente usual de 6

estimador de pos-estratificacdo de 6, na auséncia de nédo
respostas; estimador de pds-estratificacdo de 6, na presenca
de nao respostas, quando as classes de ajustamento sdo 0s

pés-estratos

~

estimador da variancia de eps proposto por Rao (1985)

estimador por ponderacdo em classes de ajustamento da ndo

racnncta da A
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resposta de 0

Apc ps estimador de poés-estratificacdo de 6, na presenca de nédo

respostas, quando as classes de ajustamento sé@o diferentes

dos pdés-estratos

Al.2.2 Notacéo referente a populacao

U populacéo alvo ou universo de referéncia

Ug sub-populacao (dominio) de U

N dimensao da populacéo

Ng dimensao da sub-populacao (dominio) Ug

T, Ty [T, total da variavel Y [X]

Tq total da variavel Y na sub-populagéo (dominio) Ugq
H, My [k média da variavel Y [X]

g média da variavel Y na sub-populacao (dominio) Uyq
R guociente entre os totais (médias) de duas variaveis
@ 05 variancia da variavel Y

s?, S/ variancia corrigida da variavel Y

Al1.2.3 Notacdao referente a amostra

S conjunto dos elementos da amostra
Sq conjunto dos elementos da amostra que pertencem a

sub-populagéo (dominio) Uy

n dimensdo de s

Ng dimensao de sy

f taxa de sondagem

y [x] média amostral da variavel Y [X]
s% s, variancia amostral corrigida
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ANEXO 2 — Demonstracoes



A2.1 Resultados da seccéo 2.4

A2.1.1 Estimacdo de T numa sondagem aleatéria com probabilidades

desiguais

» Demonstracéo do resultado (2.4.9)

2
Vo (tyr) = —z > (mm - ) (ﬁ—ﬁ] , se adimensdo da amostra, n, for fixa
200 T
j#i

apresentado na seccéo 2.4.1.

Para um plano de sondagem aleatéria com probabilidades desiguais sem
reposicao, pretende-se demonstrar que a expressao da variancia do estimador
de Horvitz-Thompson do total da populacdo (2.4.9), devida a Sen, Yates e
Grundy, € equivalente a expressao da variancia devida a Horvitz-Thompson
(2.4.4), se a dimensao da amostra, n, for fixa.

2
(A2.1.1) V2(THT)_—ZZ(T[T[_ ( ﬁ} _
|DU][IU TG
JEl

y:2
Yivy Yj
=—ZZ y' 221 20 i) =
|DU[,[JU T G m
j#i
Yi¥i
=—ZZ v = (mimg - m)—zz J(ﬂ;m ) +
|DU[,[JU T[. ioug U
j#i j?’-‘l
+—ZZ (ﬂ;m ) =
mumu 7TJ

j#i

Uma vez que a primeira e a Ultima parcela séo iguais, tem-se:
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2
. . Vivj
#212) Uty =3YY Tam-m- Y 2 (ny-m) =
iouj U T VALY
j#i j#

LSRR RIS ») "(ﬂi )
iou 7Ti jou jou ioug U T
j#i j#i j#i

Se n é fixo, tem-se:

(A2.13)  Y'm =n-m
jou
j#i

(A2.14) Y m=(n-1)m
jou
j#i

Logo, substituindo-se estas expressdes em (A2.1.2), obtém-se o resultado

pretendido:

(A2.15)  Vy(tyr)= 3 > s Yona-m+ 2 - = V(1)
ono T WUTRVERAEE:
j#i j#i
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A2.2 Resultados da seccéo 2.5

A2.2.1 Sondagem aleatdria estratificada

» Demonstracéo do resultado (2.5.18):

N

2 2 N, 2 <Ny 2
o’ = Ointra * Ointer = Z_Gh + ZW(Uh —-H)
h h

apresentado na secc¢do 2.5.3.

A variancia da variavel Y na populagéo pode ser escrita como (c.f. secgéo 2.5):

(A221) N&= 3 ¥ (-1 =
h i
= No*=3 "> (Vi ~Hn * M -0 -
h i

= No®= D> (yp )+ 233 (Yhi ~Bp)(Hp —H)+ D> (g )’
h i h i h i

Nesta expressdo, a segunda parcela é igual a zero, como se verifica
facilmente:

(A2.2.2) 3> (Yni ~Hp)Hp — 1) = Z{(uh—u)Z(ym _Uh)jl =0
h i h [

dado que,

Ny Ny Ny
(A22.3) D (VW) = D ¥ni ~Neth= D Yhi =2 Yhi =0
i i=1 i=1 i=1

Assim, por (A2.2.2), conclui-se que a expressdo de ¢® (A2.2.1) se decompde

em duas parcelas:
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1 2 1 2
(A224)  0®= = TNy k) o D ) =
h i h i

1 2 1

= =3 > Vhi ~Hn) "+ = D Ny (Ha—p)?=
N h i N h

2 2

= Ointra * Ointer

Como se pretendia demonstrar.
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A2.3 Resultados da secc¢éo 3.4

A2.3.1 Estimacdo em dominios numa sondagem aleatéria estratificada

» Demonstracéo do resultado (3.4.30)

V(i )=§:N2i—i 1 > -y )2+n 1-Ndh jg 2
ATy - h n, N, /n,-1 Yi™Ysy, dh n, Ysan

i0syn

apresentado na secc¢do 3.4.2.1.

Para um plano de sondagem genérico, o resultado (3.4.16) fornece um

estimador de V(14y):

. Bj i Vi
(A23.1)  V(ig) = zzsdn—f{%#
1) J

Como ja foi observado, este resultado obtém-se a partir das propriedades do

estimador de Horvitz-Thompson (veja-se a secgdo 2.4), nomeadamente

através de

- Ay, Vi
(A2.3.2) V(fn):ZZS#%%
) J

utilizando-se os valores da variavel Y4 definidos por (3.4.12)

y; seillUy

(A2.3.3) Vi = Yilloy, = { -
0 caso contrario

no lugar dos valores y;.

Analogamente, quando se pretende obter o estimador (A2.3.1) para um plano

de sondagem aleatéria estratificada (SASSR nos estratos), basta substituir os
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valores y; por ygs na expressao do estimador (A2.3.2) para o plano de

sondagem em apreco, ou seja, em (c.f. seccao 2.5):

H
(A234) V(t )= SN, (nh Nthz

h=1

onde,

2 1 _ 2
(A235) s D (i ~¥h)
nh_l

_ 1
(A2.3.6) y, n—Zyi

Vamos comecar por desenvolver 0 somatorio da expressao (A2.3.5), por forma

a poder-se substituir y; pelos valores yg;, definidos por (A2.3.3).

(R237) Y9 = > 0iF =29yt Vi) =
i0sy,

= Do Vit 2Pyt =
h
_ 2 o2
- zShyi _nhyhz_
2
_ 2 1 .
= Zshyi E( Shylj

Substituindo y; por y4 em (A2.3.7) e denotando ysdh = iz y; (dado por
Ndh

Sdh

3.4.31) por yq4p, obtém-se:

1
(A2.3.8) zshydiz - E(Zshyd.) =Y
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2 _ _ — 1 _ 2_
yi - 2ndhydh2 + ndhydh2 + ndhydh2 - n nthyth_
h

=2

Sdh

- 2 55 yas 2 Ngh |- 2 —
- sth(yi 2ydhyl+ ydh )+ndh(1_ﬁJ ydh -

- I vIRRY Nah |- 2
- ZSdh(yl Ydh) +ndh£1_ﬁj Ydh

Substituindo (A2.3.8) em (A2.3.4) obtém-se o estimador de V(Tg),

apresentado em (3.4.30), para um plano de sondagem estratificada (SASSR

em cada estrato):

H
P 1 1) 1 _ n
A23.9) V(g )= Y N2 —-— G V4nel1_Ndh |5 2
( ) ( drrstr) hZ::1 h (nh Nthh—l[zSdh(yl Ydh) dh(l ~ Jydh ]

181



» Demonstracdo do resultado (3.4.36)

2
o 1 1 1 — 2 Nan~ |- " 2
Np2| = - S (- +/n, —Ndn_ _
h (nh Nthh—l{ san 1 ™ Ysan) { dny ](ysdh ) ]

apresentado na seccéo 3.4.2.1.

Para um plano de sondagem genérico, o resultado (3.4.16) fornece um

estimador de V(T 4;,):

- Aiy. Vi
&y = j Yi Y
(A2.3.10) V(i4n) = zzsdﬁﬁﬁ
ij j
e o resultado (3.4.30) apresenta este estimador para um plano de sondagem

aleatéria estratificada (SASSR nos estratos):

(A2.3.11)

H
V(tar, ) = 2 Ny® Lot D vi-Vs ) +Ngh 1-Tdh Vs,
Tstr = n, N, /n,-1 dh Ny dh

i0sqyp

Para um plano de sondagem genérico, o estimador de AV({ly) € dado por

(3.4.20):

S 1 Ajj yi -y ¥Yj ~ g
(A2.3.12) V(fig) = - '}
Loyy, bl

Assim, para se obter o estimador (A2.3.12) para um plano de sondagem

aleatéria estratificada (SASSR nos estratos), V(sttr), substitui-se em

(A2.3.11) y; por y; — ﬂdstr e multiplica-se esse resultado por (1/Nd)2, com Nd

dado por (3.4.33). Uma vez que 0s passos seguintes envolvem uma certa

complexidade algébrica, vamos comecar por fazer a substituicdo em (A2.3.8),
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2
2 1
(A2.3.13) E S Yi —nh ( E S yij

gue corresponde a expressao entre parentesis rectos de (A2.3.11):

G/i ~Hq,, )T =

2
2 ~ ~ 2 1 ~

Sdh

(A2.3.14) sth (vi~ fg, ) - % [Z

Sdh

)

Sendo y
ydh ndh Sdh

Yy, a expressao (A2.3.14) vem igual a:

2 R _ N
(A2'3'15) zsdh i ~ zudstr ManYdh * Nan udstr S~

1 2= 2 2= ~ 2~ 2
— —(Nan"Ygh " — 2Nah”" Ygn Bg_ +Nan" Ag_ )
nh str str
Esta expressdo ndo se altera se somarmos (—2ng ydh2 + Ngn ydh2 + NahYgh 2).

Assim, (A2.3.15) vem igual a:

2 — — — ~ — ~
(A2.3.16) zsdh Yi© = 2nanYgn® + NanYgh > + Non Ygh * — 2Nan Hdg, Ydn * Nanbg -

2
n _ — ~
— N (Ygn® - 2Vgn Ay
Nh

- 2 _ o5 v
-(sthyi ~2Ydh sthyi + NanYn*) +

~ 2
+ =
str H d str )

ndh2 —
9= 0 (Vgn — fAg_ )’ =

str n str

*+ Nan(Yan® = 20g_, Yan *+ Ag )

str

= zSdh(yiz - 2ydhyi + )_/dh 2) + ndh(ydh — ﬁd )2_
2

n
__dh (y — 1 2=
~ ( Yan ”dstr)

str

2
= i__ 24 n _nL v — 1 2
sth(y Yan)? + (nan ~ ) (Van - g )
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Substituindo (A2.3.16) em (A2.3.11) e multiplicando toda a expressdo por
(1/Nd)2, obtém-se o estimador de AV(QdStr ), dado por (3.4.20), para um plano

de sondagem estratificada (SASSR em cada estrato). Ou seja, obtém-se o

resultado (3.4.36) que se pretendia demonstrar:

2
2 1 1 1 _ 2 ndh _ ~ 2
N2 = - S (- #lng, ~Ddh g
h (nh Nthh—l{ sq, Vi ~Yah) { ah ](Ydh Ag,, ) ]
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A2.3.2 Estimacdo em dominios numa sondagem aleatéria simples sem
reposicao (SASSR)

Nesta seccdo, apresentam-se alguns resultados relativos aos estimadores em
dominios (c.f. seccdo 3.4.2) para um plano de sondagem aleatéria simples sem
reposicao.

O estimador de Horvitz-Thompson do total do dominio Ug,

yl se | O Ud
(A2.3.18) Tg=2uYai=2ug Vi, Yai = Yillinu, = .
0 caso contrario

€ dado por

. _ Ydi _ Yi
A2.3.19) T4, = E —= = E —
( ) Tan S Tt Sq T

Pelos resultados apresentados na sec¢éo 2.3 conclui-se que, para uma sondagem

aleatéria simples sem reposicéo, este estimador é dado por:

. N N
(A2.320) Ty = stydi = Hzdei

Trata-se, obviamente, de um estimador centrado (c.f. seccdo 2.4). A variancia do
estimador (A2.3.19) é

- 1-f 1 2
(A2.321) V(tgn )= NZTN—_l[(Nd —1)Sy, + No(1 — No/N)pq’]

onde f = 1/N,

2 1 2
A2.322) S, = —— -
( ) Sy, Ty — 20, Vi THa)

€ a variancia da variavel de interesse Y no dominio Uy e
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_ 1 _
(A2.3.23) pg= N, ZUdyi = 14/Ng

€ a média de Y no dominio Ug.
A variancia (A2.3.21) pode ser estimada sem enviesamento por:

- 1-f 1 2 .
(A23.24) V(fgr, )= N*= = = [(ng= 1S5, + N1~ /)Y, ]

onde,
2
(A2.3.25) sg = - 12, i 7Vs,)
A2.3.26) y. = !
(A2.3.26) ysd—a dei

Outro estimador do total do dominio Uy (c.f. seccdo 3.4.2) é

A Ny Yi - 1
A2.3.27) T4y = — LA Ny = —

Para um plano de sondagem aleatéria simples sem reposicdo (SASSR), este

estimador é dado por:

. _ Ny N Ny
(A2.3.28) g, = N stﬁyi N zsdyi

Sd n

Pelo resultado (3.4.23), verifica-se que a variancia aproximada de g, € dada por:

i “Hg ¥j "Hd

T[i T i

(A23.29) AV(Tgy)= Y3, B Y
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e pode ser estimada através de (veja-se resultado (3.4.24))

2 L
S a Ng Ajjyi—fig ¥j ~Hd
dw Ny zzSd T e T

Para uma sondagem aleatdria simples sem reposicdo, o resultado (A2.3.29)
obtém-se a partir de (A2.3.21) substituindo-se y; por y;— HUq; €, para esse plano de

sondagem, o estimador (A2.3.30) obtém-se a partir de (A2.3.24), substituindo-se y;
por yi— [iy e multiplicando-se a expresséo que se obtém por (Ng /Nd)z. Conclui-se,

desta forma, que

— N21_f

. 1 2
(A2.331) AV(igy_ ) —— (Na-1)Sy,

2
. N
(A2.3.32) V(wasa3)=(A—d
Ng

2 2
onde, SUd é dado por (A2.3.22), Ss, é dado por (A2.3.25) e

(A2.3.33) Ny = ndg

Obviamente, o célculo de (A2.3.32) requer que ng> 1.

Em seguida, apresentam-se as demonstragdes dos resultados (A2.3.21) e (A2.3.31)

(os resultados (A2.3.24) e (A2.3.32) obtém-se, respectivamente, de forma analoga).

» Demonstracdo do resultado (A2.3.21)

1-f 1 2
P2 Na = 1) Sy, + No(L ~ No/N)]

V(de[SaS)ZN N-1
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A expresséo de V(fdnsas) obtém-se a partir do resultado (2.3.25):

A _ 21_f 2
(A2.3.39) V(Ty )=N=—S

onde,

(A2.3.35) S%= Ni_lzu(yi ~w?

1
(A2.3.36) = NZUVi

substituindo-se os valores y; pelos valores yg dados por (c.f. seccéo 3.4.1):

y; seilUy

(A2.3.37) V4= yiﬂiDUd = { L.
0 caso contrario

Antes de se efectuar essa substituicdo, vamos comecar por simplificar o

somatorio da expressao (A2.3.35):

(A2338) Y (vi-w’ =Y v N =Yy - %(Zuyi)Z

Substituindo y; por yq em (A2.3.38), vem:

(A2.3.39) Zuydiz - é(ZUydi)z = Zud i - %(szyijz )
- sz yi2 ) é(zud yij2+ é(zud yijz_ %(zud yijzz
= B (o] i (B o5 ) (o)

_ 2 11 )
- Zud Vi~ — 2Hq Zud yi + Nata” + (E_N] Ng’ po” =
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2 2 1 1 2,2
= e =2 L+ + | —-=2"|N =
Dy, Ui~ 2y + ) [Nd N] o’ Ug

— _ 2 _Nd 2
—zud(yi Hq) +Nd(1 W]Ha

Substituindo esta expressdo em (A2.3.35) e em (A2.3.34), obtém-se o

resultado pretendido:

1-f

2
N 1[(Nd 1)Sy, * Na(1 - No/N)ue’]

(A2.3.40) V(ign )= N> =——

» Demonstracéo do resultado (A2.3.31)

Nzl_f

A 1 2
AV(wasaS) = _—:L(Nd - 1) SUd

Para se obter o resultado (A2.3.31), substitui-se y; por y; — g €em (A2.3.21), ou

seja, em:

1-f

. 1 2
(A2.3.41) V(T4 )= N?=—— - 1[(Nd 1)Sy, + Ne(1 - Ne/N)pe?]

N-

Por uma questdo de simplicidade de apresentacdo, vamos efectuar esta
substituicdo em (A2.3.39), uma vez que este resultado fornece uma expressao
simplificada das parcelas que se encontram entre paréntesis rectos de
(A2.3.41):

2
(A2 3. 42) Z (y| Ud) + Nd( J ZU y| (zud ylj

Efectuando a substituicdo, obtém-se, entéo,

2
(12343 ¥ 051 - (2,01 1o =
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2 1 2
= ZUd (y| _ud) - N(zud Yi _Ndud)) =
= zud (Vi _Hd)z - %(Ndud — Nghg)* =

= zud (y| - p—d)2

Substituindo a expressao que se encontra entre paréntesis rectos de (A2.3.41),

por (A2.3.43), obtém-se o resultado pretendido:

_ zl_f 1

A zl_f
(A23.44) AV(Ty,,, ) =N*=——— -

2 _ 12
ZUd(yi—ud) =N - N_—l(Nd 1) Sy,
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A2.4 Resultados da seccéo 3.5

A2.4.1 Estimador da variancia do estimador de pdés-estratificacdo, proposto
por Rao (1985)

» Demonstracéo do resultado (3.5.66)

L 2
% N _ 2 n n-1s;
Vrao (Tps,sas) - (1 - f) ZNi FL In. nl_l

i=1 !

apresentado na secc¢do 3.5.3.

Para um plano de sondagem aleat6ria simples sem reposi¢cdo, o estimador
usual da variancia dos estimador do total da populagéo (c.f. secgédo 2.3.2) é

dado por:
~ 52
(A2.4.1) V(i )= N1 - f)=—
as n

onde, f=n/Ne

1 _2
(A2.42) §°= le:(yk -y)
n kOs

Vamos comecar por desenvolver o somatério da expresséo de s® por forma a

N:
substituir-se, em seguida, yx por z = N—'(ykﬂkgSi — [ Tes) (veja-se o resultado
i

3.5.59).
_.2
(A2.43) (N-1)s"= D (y-¥) =
kOs
_2 _2
= Yy’ -2y 4y =
kOs
1 2
= ZYkZ _n(HZYK} =
kOs kOs
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SN

kOs kOs

Efectuando-se a referida substituicdo na expressao que se encontra a direita

do sinal de igual de (A2.4.3), obtém-se:

B244) Y [N (il - Hlﬂkus)]z——[Z(_(ykﬂsz i Teos )] =
kOs Ni kOs i

) % {Z[(Yk ;)" (Meos)? ]__[z(yk “)ﬂkms] b=

i kOs kOs

= % {Z(yk u)——[Z(yk 1))} =

i kOs; kOs;

E—} {>n-m) ——[Zyk—”“] }=

kOs; kOs;

Uma vez que, no caso SASSR, se tem [i; = — Zyk = yS conclui-se que a
[ kOs;

Ultima parcela desta expresséao é igual a zero e, portanto, (A2.4.4) simplifica-se

para:

(A2.4.5) (J 2 (W= s’

kOs;

Por outro lado, uma vez que para a SASSR se tem

N

n

(A2.4.6) N, ZN
D n

a expressao (A2.4.5) vem igual a
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2
(A2.4.7) Niz(l J(ni—l)siz

~n
n; N

onde,

1 _ 2
(A248) Si2 = m Z(yk —ysi)
I TkOs;

Substituindo-se (A2.4.7) em (A2.4.1), obtém-se o resultado que se pretendia

demonstrar:

L 2
~ . 2 11 1n
(A2.4.9)  Vigo(Tpssas) = >N (1—f)ﬁn—_1 N2 (_NJ (ni—1)s? =
i=1

[EEN
-
N

ni -

L > n
=(1-f) YNZ —
-0 2N
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» Demonstracdo do resultado (3.5.74)

Viao (fps,str) =

L H(n )2 2
Zz@'"JN.hz(nl —Nth ! 3 0, + T, <)

- str
N.p—1 kOsyp,

apresentado na secgédo 3.5.3.
Utilizando-se a notacdo apresentada na secgéo 3.5.3, o estimador usual da

variancia dos estimador do total da populagdo, para um plano de sondagem

aleatdria estratificada (SASSR nos estratos), c.f. seccdo 2.5.2, é dado por:

A2410) V()= SN Lo L2
(A24.10) V(T )= D Nop’| =——==sp
h=1 n

onde,

2
(A2.4.11) sj

_ 1
(A2.4.12) yp = —— Dy

Vamos comecar por desenvolver o somatério da expressao (A2.4.11) por
L : Ni. R .
forma a substituir-se, em seguida, yx por zy = A—'(ykﬂkgsi — Qigyr ﬂkDSi) (veja-se o
i.

resultado 3.5.59). Por A2.3.7 obtém-se

2 _ 2 1
(A24l3) (n.h - l)Sh = Z(yk - yh) = Zykz - Zyk
kOsy, kOsp, Neh | KOs,
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Efectuando-se a referida substituicdo na expressao que se encontra a direita

do sinal de igual de (A2.4.13), obtém-se:

2
N, R 1 N ~
(A2.4.14) > (—'J (Villes, = Pligy Thos)” — L > (Yl = Rligy Thecs) ] =

KOsy, -h N kOsy,
2
N,
=] L 2 i)~ 2 Syve- S FY=
i kOsy, Meh kOs;, kOsy,

2
N;. - -
= NI { zykz _2 uistr zyk +nih uistfz [ zyk I’-]Ih ulstr] } =
i ks ks, Neh ks,

Sendo ysih = niz Yk » a expresséo (A2.4.14) vem igual a:
ih

2

N, 2 .

(A2.4.15) [N—'J {Zyk _Znihysih Higge + |hH|Slr
jo kDSih

1 - 2 V.0 0 2
Non [nihz ysih - 2nihzysih uiStl’ + nihzuistr ]}

Esta expressédo ndo se altera se somarmos (—2nihys_h2+ nihys_h2+nihys_h2) e,
| | |

portanto, (A2.4.15) vem igual a:

_ 2 - 2 = A A2
(A2.4.16) (A J {kmzyk - 2nny ys + ni, ySih +Nj, ysih - 2nj ysih Higye + Nin uistr _
S

’]}-

2
Mh v 2_9v g i
B m[ysih —2Ys, Higy * 1

str

2

N, . v y Vs, g

] (NI J { Z(Ykz —2Ys, Yt ySihz) * Min( ysihz_ 2Ysy, gt ¥ Histrz) B
i' kDSih

2
- (g, i)} =
n'h Sih Istr
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N, ? = 2 n'h2 Vi 2
= (NI } { Z(Yk_ ysih) + (Nin — nl )(ysih — Qigy) }

kOs;p, *h

Substituindo-se (A2.4.16) em (A2.4.10), obtém-se o resultado que se pretendia

demonstrar:

(A2.4.17) Vg (Tpsstr) =

L H(n )\ 2
ZZ(N" J N-hz[nl - Nlh] 1 z (yk _ysih)z +(nih _r:]llh)(ysih _p-istr)z

N.p—1 KOsy,
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ANEXO 3 — Classificagao Portuguesa das Actividades
Economicas CAE - REV. 2



A3.1 Designacdes da CAE — Rev. 2, por seccdes

Seccéo Designacéao
A Agricultura, producdo animal, cacga e silvicultura
B Pesca
C Industrias extractivas
D Industrias transformadoras
E Producéo e distribuigdo de electricidade, de gas e de agua
F Construgéo
G Comércio por grosso e a retalho; reparagdo de veiculos automoveis,

motociclos e de bens de uso pessoal e doméstico

I

Alojamento e restauracéo (restaurantes e similares)

Transportes, armazenagem e comunicagfes

Actividades financeiras

Actividades imobilidrias, alugueres e servigos prestados as empresas

Administracao publica, defesa e seguranca social obrigatoria

Educacéo

Saude e accgao social

Outras actividades de servicos colectivos, sociais e pessoais

Familias com empregados domésticos

OQ|lUv |l 0| Z2|Z2|r| x|«

Organismos internacionais e outras instituicfes extra-territoriais
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A3.2 DesignagOes da CAE — Rev. 2, por divisdes

Diviséo Designacéao Seccéo

01 Agricultura, producdo animal, caca e actividades dos servicos A
relacionados

02 Silvicultura, exploragdo florestal e actividades dos servicos A
relacionados

05 Pesca, aquacultura e actividades dos servicos relacionados B

10 Extraccao de hulha, linhite e turfa

11 Extraccdo de petréleo bruto, gas natural e actividades dos servigos C
relacionados excepto a prospeccao

12 Extraccao de minérios e uranio e de torio C

13 Extraccao e preparacdo de minérios metalicos C

14 Outras industrias extractivas C

15 Industrias alimentares e de bebidas D

16 Inddstria do tabaco D

17 Fabricacao de téxteis D

18 IndUstria do vestuario; preparacao, tingimento e fabricacdo de D
artigos e peles com pelo

19 Curtimento e acabamento de peles sem pelo; fabricacdo de artigos D
de viagem, marroquinaria, artigos de correeiro, seleiro e calcado

20 IndUstrias da madeira e da cortica e suas obras, excepto mobiliario; D
fabricacé@o de obras de cestaria e de espartaria

21 Fabricacéo de pasta, de papel e cartdo e seus artigos

22 Edicdo, impressdo e reproducdo de suportes de informagéo
gravados

23 Fabricacédo de coque, produtos petroliferos refinados e tratamento D
de combustivel nuclear

24 Fabricagéo de produtos quimicos D

25 Fabricagédo de artigos de borracha e de matérias plasticas D

26 Fabricagéo de outros produtos minerais nao metalicos D

27 Industrias metallUrgicas de base D

28 Fabricacdo de produtos metalicos, excepto maquinas e D
equipamento

29 Fabricacédo de maquinas e equipamento, N.E. D

30 Fabricacdo de maquinas de escritério e de equipamento para o
tratamento automatico da informacao

31 Fabricacéo de maquinas e aparelhos eléctricos, N.E.

32 Fabricacdo de equipamento e de aparelhos de radio, televisédo e

comunicacao

199




Divisao Designhacdao Seccéo

33 Fabricacdo de aparelhos e instrumentos médico-cirdrgicos, D
ortopédicos, de precisdo, de Optica e de relojoaria

34 Fabricacéo de veiculos automdveis, reboques e semi-reboques D

35 Fabricac&o de outro material de transporte D

36 Fabricacdo de mobiliario; outras industrias transformadoras, N.E. D

37 Reciclagem D

40 Producéo e distribuicdo de electricidade, gas e agua E

41 Captacao, tratamento e distribuigdo de agua E

45 Construgéo F

50 Comércio, manutencdo e reparagdo de veiculos automoveis, G
motociclos; comércio a retalho de combustiveis para veiculos

51 Comeércio por grosso e agentes do comércio, excepto de veiculos G
automoveis e de motociclos

52 Comércio a retalho (excepto de veiculos automéveis, motociclos e G
combustiveis para veiculos), reparacdo de bens pessoais e
domésticos

55 Alojamento e restauracéo (restaurantes e similares) H

60 Transportes terrestres; transportes por oleodutos ou gasodutos I
(pipelines)

61 Transportes por agua |

62 Transportes aéreos I

63 Actividades anexas e auxiliares dos transportes; agentes de I
viagem e de turismo

64 Correios e telecomunicacdes I

65 Intermediacao financeira, excepto seguros e fundos de pensdes J

66 Seguros, fundos de pensdes e de outras actividades J
complementares de seguranca social

67 Actividades auxiliares de intermediacdo financeira J

70 Actividades imobiliarias

71 Aluguer de méaquinas e de equipamentos sem pessoal e de bens K
pessoais e domésticos

72 Actividades informéaticas e conexas K

73 Investigacdo e desenvolvimento

74 Outras actividades de servicos prestados principalmente as K
empresas

75 Administracao publica, defesa e seguranca social obrigatoria L
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Diviséo Designacéao Seccéo
80 Educacéo M
85 Saude e accao social N
20 Saneamento, higiene publica e actividades similares O
91 Actividades associativas diversas, N.E. O
92 Actividades recreativas, culturais e desportivas @)
93 Outras actividades de servicos O
95 Familias com agregados domésticos P
99 Organismos internacionais e outras instituicbes extra-territoriais Q
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ANEXO 4 - Variaveis de estratificacdo do IEH



A4.1 Escaldes de NUTS Il (ENUT)

Valor Descricao
101 Norte
102 Centro
103 Lisboa e Vale do Tejo
104 Alentejo
105 Algarve
201 Acores
301 Madeira

A4.2 Escaldes de numero de pessoas ao servigo (ENPS)

Valor Descrigao
0 0 pessoas ao servico
1 la9 pessoas ao servico
2 10a 19 pessoas ao servico
3 20a49 pessoas ao servico
4 50 a99 pessoas ao servico
5 100 a 249 pessoas ao servico
6 250 a 499 pessoas ao servico
7 500 e mais pessoas ao servico

A4.3 Escaldes de forma juridica (EFJR)

Valor Descricao
1 Empresas do sector publico
2 Empresas privadas
3 Empreséario em nome individual
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A4.4 Escalbes de volume de vendas (EVVN)

Valor Descricao
1 VVN < 30 000 mil escudos
2 VVN > 30 000 mil escudos

A4.5 Escaldes de Classificagdo Portuguesa das Actividades

Econdmicas CAE — Rev. 2

S6 sao consideradas no Universo e Amostra do IEH as empresas que no FGUE se

encontrem classificadas ao nivel maximo de desagregacdo da CAE — Rev. 2. A

representatividade por actividade tem em conta os seguintes escal6es:

01100
01200
01300
01400
01500
02010
02020
05010
05020
10100
10200
10300
11100
11200
12000
13100
13200
14110
14120
14130
14210
14220
14300
14400
14500
15110
15120
15130
15200

15310 15892 17510
15320 15893 17520
15331 15911 17530
15332 15912 17541
15333 15913 17542
15334 15920 17543
15335 15931 17544
15411 15932 17600
15412 15940 17710
15413 15950 17720
15420 15960 18100
15430 15970 18210
15510 15981 18220
15520 15982 18230
15611 16000 18240
15612 17110 18300
15613 17120 19100
15620 17130 19200
15710 17140 19301
15720 17150 19302
15810 17160 20100
15820 17170 20200
15830 17210 20300
15840 17220 20400
15850 17230 20511
15860 17240 20512
15870 17250 20521
15880 17300 20522
15891 17400 21110

21120
21210
21220
21230
21240
21250
22110
22120
22130
22140
22150
22210
22220
22230
22240
22250
22310
22320
22330
23100
23200
23300
24110
24120
24130
24140
24150
24160
24170

24200
24300
24410
24420
24510
24520
24610
24620
24630
24640
24650
24660
24700
25110
25120
25130
25210
25220
25230
25240
26110
26120
26130
26140
26150
26210
26220
26230
26240

26250
26260
26300
26400
26510
26520
26530
26610
26620
26630
26640
26650
26660
26700
26810
26820
27100
27210
27220
27310
27320
27330
27340
27350
27410
27420
27430
27440
27450

27510
27520
27530
27540
28110
28120
28210
28220
28300
28400
28510
28520
28610
28620
28630
28710
28720
28730
28740
28750
29110
29120
29130
29140
29210
29220
29230
29240
29310

204



29320
29400
29510
29520
29530
29540
29550
29561
29562
29563
29564
29600
29710
29720
30010
30020
31100
31200
31300
31400
31500
31610
31620
32100
32200
32300
33100
33200
33300
33400
33500
34100
34200
34300
35110
35120
35200
35300
35410
35420
35430
35500
36110
36120
36130
36140
36150
36210
36220
36300
36400
36500
36610
36620
36631

36632
36633
36634
36635
36636
37100
37200
40100
40200
40300
41000
45110
45120
45211
45212
45220
45230
45240
45250
45310
45320
45330
45340
45410
45420
45430
45440
45450
45500
50100
50200
50300
50400
50500
51110
51120
51130
51140
51150
51160
51170
51180
51190
51210
51220
51230
51240
51250
51310
51320
51330
51340
51350
51360
51370

51380
51390
51410
51420
51430
51440
51450
51460
51470
51510
51520
51530
51540
51550
51560
51570
51610
51620
51630
51640
51650
51660
51700
52111
52112
52120
52210
52220
52230
52240
52250
52260
52270
52310
52320
52330
52410
52420
52431
52432
52440
52450
52460
52470
52480
52500
52610
52620
52630
52710
52720
52730
52740
55110
55120

55210
55220
55230
55300
55400
55510
55520
60100
60210
60220
60230
60240
60300
61100
61200
62100
62200
62300
63100
63210
63220
63230
63300
63400
64110
64120
64200
70100
70200
70300
71100
71210
71220
71230
71300
71400
72100
72200
72300
72400
72500
72600
73000
74110
74120
74130
74140
74150
74200
74300
74400
74500
74600
74700
74810

74820
74830
74840
80101
80102
80211
80212
80220
80300
80410
80420
85110
85120
85130
85140
85200
85300
90000
91100
91200
91300
92100
92200
92310
92320
92330
92340
92400
92500
92600
92710
92720
93010
93020
93030
93040
93050

205



ANEXO 5 — Histogramas das réplicas bootstrap
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ANEXO 6 — Instrumentos de Notacé&o do IEH



