Meéetodo Simplex - Variantes

V 1.1, V.Lobo, EN / ISEGI, 2008

Variantes sobre o
metodo Simplex:
Metodo do grande M

"
Revisoes

m Simplex basico

m Solugdo 6ptima multipla
Em simplex: valores 0 na fungao custo

m Solugao degenerada
Em simplex: empates na variavel a sair, variaveis
base nulas

m Solugao ilimitada
Em simplex: ndo ha variaveis para sair
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" JE
Variantes do simplex

m Casos em que Sao hecessarios
Restricdes sao do tipo “=“ ou “2”
Nao ha solucao inicial admissivel

m Método do “Grande M”
|deia base:

= Vamos acrescentar uma VARIAVEL ARTIFICIAL nas

equagdes (similar a “folga”), mas vamos forgar essa
variavel artificial a anular-se no fim.

" JE
Exemplo do Wyndor Glass Co.

m Se impusermos que a oficina 3 tem que ser
usada em pleno, a 32 restricao fica
3X;+2x, =18

m Sistema revisto:
Fungao objectivo
m Z =3x,+5X, 51 \
Restrigbes J
m X< 4 2 —\<
m 2x,< 12 1]

a 3x,+2x, =18 012 5 N gl
X, (portas)
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Formulacao para simplex

Sistema aumentado m Vamos introduzir uma
forte penalizagao para
Z- 3X;- SX, =0 um valor positivo
Xy Sy =4 deste factor
2% S =12 Como funciona ?
3+ 2%, S;)=18
V\No final TEM que ser 0!
Sistema aumentado M- Um numero
arbitrariamente grande
Z- 3%,- 5x, +Ma; =0 o
X +s =4 Podemos substituir M por um
1 ox l+s - 12 numero (neste caso, 10000),
2 2 ou manipula-lo algebricamente
33X+ 2%, ta; =18

" JEE
1° Passo do método “big M”

m Ao introduzir as penaliza¢des, deixamos de ter a forma
canodnica da matriz (a “diagonal” de variaveis base)
Usar eliminagao de Gauss !
Passar para forma candnica

Ay

Vo oIXy [X, |8y |S, |35 VX Xy 8|S, |a
Z |3 |5 |0 [0 |M |o

Z |-BM+3) |-@2M+5) [0 [0 |0 |-18M
s, |1 [0 |1 0 |4

s, |1 0 110 |0 |4
s, |0 [2 |0 [1 |0 |12 !

s, |0 2 0|1 |0 |12
a; [3 |2 |0 |0 [1 |18 2

a, |3 2 0|0 |1 |18

eS-a-rofht-eanortee - Mes+ o teveTT

«
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2°Passo:avancar até solucao viavel,

\Y, X4 X, S, |S, |a;

z -(3M+3) -(2M+5) 0 |o 0 -18M

S, 1 0 1 10 0 4

s, 0 2 0o |1 0 12

a, 3 2 0 |o 1 18

a

V X, X, S, s, a,
z 0 -(2M+5) | 3M+3 0 0 -6M+12
X, 1 0 1 0 0 4
S, 0 2 0 1 0 12
a, 0 2 -3 0 1 6

" S
2°Passo:avancar até solucao
Viével(z)

VX X, S, S, |a;

zZ |0 -(2M+5) | 3M+3 0 0 -6M+12

X, |1 0 1 0 0 4

s, |0 2 0 1 1 12

a;, |0 2 3 0 1 6

a

V X, X, S, s, as
z 0 0 412 0 M+5/2 | 27
X, 1 0 1 0 0 4
s, |0 0 3 1 0 6
X, |0 1 -11/2 0 12 |3
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Restricdes do tipo “2”
m Em vez de somar uma variavel de folga,

vamos subtrai-la
XX, 2k > X1+X, =83 = K

Introducdo de uma variavel artificial
XX, 2k 2> XXy, —Sztaz; =Kk

.
Exemplo com restricoes =, 2, <

m Radio-terapia
Regular a intensidade dos
varios feixes de modo a:
m N30 exceder o nivel critico
em zonas saudaveis

m Ter exactamente o nivel
critico na zona limitrofe do
tumor

m Exceder o nivel critico no
local do tumor

= Minimizar a quantidade
total de radiacao
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Pormenores sobre o problema

| Idela base 5 5 @ umor

Ter varios feixes que se ‘ !
interceptam num ponto. | * ® :

Nesse ponto, a dose
total € muito maior

m Absorgao diferenciada

Diferentes tecidos absorvem quantidades
diferentes de radiacéo

Diferentes tecidos tém tolerancias diferentes

" JJ
Complicacoes do problema real

m Ha centenas (milhares?) de feixes possiveis
Nao é problema para o Simplex !

m O feixe é disperso a medida que passa pelo corpo
Modelo apresentado n&o tem isso em conta

m Os danos ndo dependem linearmente da dosagem
E necessario usar um modelo n&o-linear

m Ver (por exemplo)

“Optimizing the Delivery of Radiation Therapy to Cancer
patients,” by Shepard, Ferris, Oliveira, and Mackie, SIAM
Review, Vol 41, pp 721-744, 1999.
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Problema simplificado

u CaSO da “Mary” (de Lieberman)
Apenas dois feixes sao possiveis
Tumor perto de zonas muito sensiveis

Tecido absorgéo Feixe 1
Feixe 1 Feixe 2 Dose max.

Saudavel 0.4 0.5 minimo

Sensivel 0.3 0.1 2.7

Tumor 0.5 0.5 =6

Tumor (ctr.) | 0.6 0.4 26

Feixe 2

Formalizacao

m Objectivo
Ajustar a intensidade dos feixes de modo a optimizar o tratamento

m Variaveis de deciséo
X, — Intensidade do feixe 1
X, - Intensidade do feixe 1

m Funcao objectivo:
Z — radiagao que atinge a zona saudavel

minz=0.4 x4 +0.5x

s.a 0.3x4+ 0.1x2< 2.7 Zona sensivel
0.5x1+0.5x, =6 Zona tumor
0.6x1 +0.4x, 26 Centro do Tumor

X1, X2, >0
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Ty
| ~ /4 .
gL Solugao graflca
15
N
N
S, ; :
Y N Dats = comer-point solutions.
% Dark: line segment = feasible region

(75,45

Optimal salution =

Resolugao com o grande M

m Transformacgdes
Minimizar Z = Maximizar —Z
Acrescentar variaveis artificiasisem 2 e 3

Equagédo z x1 x2 s1 a2 s3 a3
0 1 0.4 0.5 oM om
1 0 0.3 0.1 1 0 0
2 0 0.5 0.5 0 1 0
3 0 0.6 0.4 0 0 -1
. .
Equagéo z x1 x2 s1 a2 s3 a3
02 -1/-1.1M+0.4 -0.9M+0.5 0 oM
1(s1) 0 0,3 0,1 1 0 0
2 (a2) 0 0,5 0,5 0 1
3 (a3) 0 0,6 0,4 0 0 -1

radiacao
0
0 2.7
0 6
1 6
radiacao
0 -12M
0 2,7
0 6
1 6
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Resolucao completa

Equagéo 'z x1 X2 s1 a2 s3 a3 radiacao
19z -1 -1.1M+0.4 -0.9M+0.5 0 0 M 0/-12M
s1 0 0.3 0.1 1 0 0 0 2.7
a2 0 0.5 0.5 0 1 0 0 6
a3 0 0.6 0.4 0 0 -1 1 6
29z 1 0 -16/30M+11/30 11/3M-4/3 0 M 0-2.1M-3.6
x1 0 1 1/3 10/3 0 0 0 9
a2 0 0 1/3 -5/3 1 0 0 1.5
a3 0 0 0.2 =2 0 =1 1 0.6
392 -1 0 0/-5/3M+7/3 0 -5/3M+11/6  -8/3M-11/6-0.5M-4.7
x1 0 1 1 20/3 0 5/3 -5/13 8
a2 0 0 0 5/3 1 5/3 -5/3 0.5
x2 0 0 0 -10 0 -5 5 3
49z 1 0 0 0.5 M-1.1 0 M -5.25
x1 0 1 1 5 -1 0 0 7.5
s3 0 0 0 1 0.6 1 1 0.3
x2 0 0 0 -5 3 0 0 4.5

Solucéo final

m Usar uma dose de 7.5 Kilorads no feixe 1

m Usar uma dose de 4.5 Kilorads no feixe 2

Solugao real
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Método das duas fases

m Ao usar o método do grande M
1° Eliminar as variaveis artificiais
m Forca-las a zero, tirando-as da base

2° Fazer a optimizagao propriamente dita

m Separar essas duas fazes:
1° Minimizar a soma das variaveis artificias
m Usar Simplex com —Z=-Ma;-Ma,....

2° Usar o Simplex com a funcéo objectivo do
problema

" JJ
No exemplo de radiacao

m Funcdes a minimizar
1° Fase: Z=a,*a,
2% Fase: Z2=0.4x,+0.5x%4

m Método das duas fases nao usa “M”, e por
iSso € mais usado nas implementacdes
computacionais

10
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Variaveis negativas

m Se estiverem limitadas inferiormente
Xq 2 -L = Xp,=X¢+L, X,20
Reescrever as equacdes usando x, em vez
da variavel original

m Se puderem assumir qualquer valor
X1 = Xp— X3, COM Xy,X320

Reescrever as equagdes usando x, e X3 em
vez da variavel original

" JE
Exemplo de variaveis negativas

m Wyndor Glass Co.

Suponhamos que x, € o aumento na
produgao de portas (por hipbtese ja estéo a
ser produzidas 10 portas)

Em vez de x,2 0, teremos x,2 -10

= Seja x4=x-10, X’ 20
Max Z =3 (X’-10) + 5 x2 Max Z =3x" +5 X, -30
(x’-10) <4 X’ +s, =14
2x, <12 | 2x° +s, =12
3 (x’-10) +2x,<18 3X7+ 2x, +s; =48
€ €
(x’-10) >-10,x2>0. X’ >0,%,>0.

11
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g
Analise pos-optimal

m Questao:

Sera que alterando um pouco as condigdes, as

solucdes irdo ser muito diferentes ?

m Porque € importante

Muitos parametros sdo estimados, e podem
nao ser 0 que pensamos

As condicdes podem variar no tempo
A prépria aproximacao linear € isso mesmo:
uma aproximacao

"
Como fazer essa analise ?

m 1 - Refazer o problema, com parametros
ligeiramente diferentes
m Dar ao decisor varias hipoteses.
m Pode ser rapido resolver varias vezes o problema

m 2 - A partir da solugao ja obtida, ver como
peguenas alteragcdes afectam a solugcao

= E mais rapido que recalcular tudo
m Pode ndo ser necessario fazer contas

12
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Variacoes nas restricoes

m Quais sao as restricoes que mais afectam

a solugéo ?

m Quais sao as “restricdes” que nao o sdo

de facto ?

m Sera que vale a pena fazer um esforco
extra para “esticar’ uma das restricbes ?

Analisando a tabela final do Simplex...

m Variaveis de folga na base

O recurso em questao nao esta a limitar a
solucdo. A folga esta directamente acessivel

V |x S S3
{o 0 |32 [4)ss
s )0 [0 |1 [13[13@@D
x, [0 [1 [0 [12]0 6
x, |1 [0 o [ ]ws]2

Lucro

Folga (em h) da oficina de aluminios

Lotes de janelas

Lotes de portas

13
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" S
Analisando a tabela final do Simplex...

m Coeficientes as variaveis de folga indicam
quanto é que o recurso tem que crescer
para o lucro aumentar 1

V X4 [X5 [Sq[Sy

Z (0 |0 |0 @ 1 |36 Lucro

S, 0 |0 |1 113 1113 |2 Folga (em h) da oficina de aluminios
X 0o (1 |0 |1/2|0 |6

Lotes de janelas

Lotes de portas

x, |1 [0 [0 [B]13]2

m Coeficientes finais das variaveis de folga
Também chamados precos sombra

Permitem calcular dZ/ds; (sensibilidade do lucro ao
recurso i)

= Valores altos = Para aumentar Z n&o € necessario aumentar
muito os recursos a disponibilizar

m Variagoes nos C;, e A;

Enquanto as relagbes de ordem se mantiverem...e
directo

m Limitacbes da analise pos-optimal
S6 valida para pequenas variagdes
Variagbes maiores implicam uma mudanca na

escolha das variaveis base, logo uma solugéo
completamente diferente




